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iiiRésuméLes travaux et le programme de re
her
he présentés dans 
e mémoire s'intéressent à la modélisationphysique, aux systèmes dynamiques entrée-sortie et à la re
her
he et au développement de 
ertains outilste
hnologiques dédiés aux instruments de musique, à la produ
tion de la voix et aux systèmes audio. Le
hapitre 1 est 
onsa
ré à l'a
oustique des tubes à se
tion variable. Nous y proposons un modèle mono-dimensionnel fondé sur 4 ingrédients. Ce modèle permet d'appro
her des pro�ls réguliers par jon
tionde portions de tubes à évasement 
onstant. Il restitue un formalisme en matri
es de transfert pour le
al
ul analytique d'immittan
es et un formalisme en guides d'ondes numériques, e�
a
e pour la synthèsesonore en temps réel. Une validation est présentée par 
omparaison ave
 des mesures e�e
tuées sur untrombone. Le 
hapitre 2 développe des outils de systèmes entrée-sortie. Le premier traite de la rédu
tiond'ordre de systèmes linéaires dits �à mémoire longue� (opérateurs déli
ats à simuler 
ar non 
ompa
ts)par une appro
he en représentations di�usives et intégrales. Cette méthode permet notamment de traiterles dérivées temporelles d'ordre non-entier mises en jeu par les pertes vis
o-thermiques dans les tubeset d'aboutir à des simulations temporelles réalistes. Le se
ond outil traite de �l'évolution régulière dutimbre du son ave
 la nuan
e� en introduisant des méthodes fondées sur les séries de Volterra et desextensions à perturbations régulières. Plusieurs 
as sont traités : sons 
uivrés, 
orde, �ltre de synthétiseurMoog. De nouveaux résultats, théoriques et pratiques, sont donnés sur la 
onvergen
e de 
es séries.Puis, de premiers résultats sur l'inversion entrée-sortie et l'observation d'état d'un système simpli�é
omplet d'instrument à vent sont proposés. Le 
hapitre 3 présente des outils te
hnologiques pour lamesure et la visualisation de données expérimentales, la validation de modèles, et la simulation de systèmesprodu
teurs de sons. Plusieurs domaines sont abordés : les ampli�
ateurs guitare à lampe, une bou
hearti�
ielle robotisée dédiée au jeu des 
uivres, un dispositif de tomographie et d'impédan
emétrie multi-
anal pour le 
onduit laryngé, un analyseur de spe
tre à alignement 
hromatique. En�n, le 
hapitre 4en
haîne ave
 les perspe
tives et le projet de re
her
he.Abstra
tThis dissertation is devoted to the study of physi
al modelling, input-to-output dynami
al systemsand to the resear
h and development of some te
hnologi
al tools dedi
ated to musi
al instruments, voi
eprodu
tion and audio systems. Chapter 1 is devoted to a
ousti
 pipes with a varying 
ross-se
tion. Wepropose a one-dimensional model based on 4 ingredients. It allows to approximate smooth pro�les by
onne
ting segments with 
onstant �are. It restores a transfer matrix formalism for the analyti
 
al
ulationof immittan
es and a digital waveguide formalism whi
h proves relevant for real-time sound synthesis.A validation is made by 
omparison with measurements on a trombone. Chapter 2 develops tools forinput-to-output systems. The �rst one deals with the redu
tion of order of the so-
alled � long memory�linear systems (operators di�
ult to simulate be
ause non-
ompa
t) by based on �di�usive� and �integral�representations. In parti
ular, this method 
an handle time derivatives of non-integer order, involved byvis
o-thermal losses tubes and lead to realisti
 time simulations. The se
ond tool deals with � the regularevolution of timbre with the musi
al dynami
s� by introdu
ing methods based on Volterra series andregular perturbation methods. Several 
ases are treated : brassy sounds, string, Moog �lter synthesizer.New theoreti
al and pra
ti
al results are given on the 
onvergen
e of these series. Then, �rst results onthe input-to-output inversion and on state observers of a simpli�ed system of 
omplete wind instrumentare proposed. Chapter 3 presents te
hnologi
al tools for the measurement of experimental data, for thevalidation of models and the simulation of sound generators. Several topi
s are addressed : tube guitarampli�ers, a robotized arti�
ial mouth dedi
ated to the playing of brass instruments, and a tomographyand multi-
hanel impedan
e devi
e for the larynx study, a spe
trum analyzer with a 
hromati
 alignment.Finally, 
hapter 4 
onne
ts with prospe
ts and the resear
h proje
t.
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ription Pré
ision Valeur (pour Unité

T =298.66K)
c = 331.5

√
T/T0 
élérité du son ±0.015% 346.63 m.s−1

ρ = 1.2929T0/T masse volumique de l'air ±0.01% 1.18 Kg.m−3

µ = 1.708× 10−5
(
1 vis
osité ±2% 1.834× 10−5 Kg.m−1.s−1

+0.0029(T − T0)
)

κ = 0.0241
(
1 
ondu
tivité thermique† ±9% 0.0261 J.m−1.s−1.K−1
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)

CP = 0.24 
apa
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alori�que spé
i�que ±0.1% 0.24 Cal.g−1.�C−1à pression 
onstante
γ = 1.402 ratio de 
apa
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alori�ques ±0.1% 1.402 adim.
CV = CP /γ 
apa
ité 
alori�que spé
i�que ±0.1% 0.1712 Cal.g−1.�C−1à volume 
onstant
ℓv = µ/(ρc) épaisseur 
ara
téristique de ±2% 4.4751× 10−8 m(
f. [29, (5.133) p.210℄) la 
ou
he visqueuse
Pr = 0.71 nombre de Prandtl × 0.71 adim.
ℓt = ℓv/Pr épaisseur 
ara
téristique de × 6.303× 10−8 mla 
ou
he thermiqueTab. 1 � Constantes physiques 
ara
téristiques de l'air extraites de [29, p.212℄. Les valeurs numériquessont obtenues pour la température absolue T = 298.66K (25.6�C) déduite de la 
alibration du ban
d'impédan
e par P. Eveno (
f. [58℄), lors de mesures que nous exploitons dans le 
hapitre 1.

† La 
ondu
tivité thermique κ = 5.77 × 10−5
`

1 + 0.0033(T − T0)
´ Cal.
m−1.s−1.�C−1 donnée dans [29℄ a été 
onvertie enJ.m−1.s−1.K−1 en prenant pour référen
e la 
alorie thermo
himique 1Calth ≈ 4.184 J.



xii TABLE DES MATIÈRESObjets mathématiquesEnsembles de nombres
N et N∗ : ensemble des entiers naturels, privé de 0 pour N∗

R : ensemble des nombres réels
R+ et R∗

+ : ensemble des nombres réels positifs ou nuls, privé de 0 pour R∗
+

R− et R
∗
− : ensemble des nombres réels négatifs ou nuls, privé de 0 pour R

∗
+

C : ensemble des nombres 
omplexes
C+
α : ensemble des nombres 
omplexes à partie réelle stri
tement supérieure à α ∈ R :

C+
α = {z ∈ C | ℜe(z) > α}Fon
tions

Jn : fon
tion de Bessel de première espè
e d'ordre n
Pn : polyn�me de Legendre de degré n
hn : fon
tion de Hankel sphérique divergente d'ordre nEspa
es fon
tionnels (T désigne un intervalle temporel [0, T ] ave
 T > 0, ou bien R+ ou bien R)
U et X : espa
es de Bana
h dé�nis sur le 
orps R

U et X : espa
es de Lebesgues U = L∞(T,U) et X = L∞(T,X)

Vn
X(n ≥ 1) : espa
e des fon
tions f : T× Tn → X telles que

t 7→ (τ 7→ f(t, τ)) ∈ L∞(
T, L1

(
T
n,X

))
,muni de la norme ‖f‖Vn

X
= supt∈T

∫
Tn ‖f(t, τ)‖X dτ où dτ est la mesure de Lebesgue

dτ = dτ1 . . . dτn.
L(U,X) : ensemble des opérateurs linéaires bornés de U vers X

L(X) : ensemble des opérateurs linéaires bornés de X vers X

MLj(U,X)(j ≥ 2) : ensemble des opérateurs multi-linéaires bornés de U× · · · × U︸ ︷︷ ︸
j

vers X, muni de la norme
‖f‖ = sup

(u1,...,uj)∈Uj

‖u1‖=···=‖uj‖=1

‖f(u1, . . . , uj)‖X

MLj(X)(j ≥ 2) : ensemble des opérateurs multi-linéaires bornés de X× · · · × X︸ ︷︷ ︸
j

vers X, muni de la norme
‖f‖ = sup

(x1,...,xj)∈Xj

‖x1‖=···=‖xj‖=1

‖f(x1, . . . , xj)‖X

MLj,k(X,U,X)(j ≥ 1, k ≥ 1) : ensemble des opérateurs multi-linéaires bornés de X× · · · × X︸ ︷︷ ︸
j

×U× · · · × U︸ ︷︷ ︸
k

vers X, munide la norme ‖f‖ = sup
(x1,...,xj)∈Xj

(u1,...,uk)∈Uk

‖x1‖=···=‖uk‖=1

‖f(x1, . . . , xj , u1, . . . , uk)‖X
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Première partieSynthèse de travaux de re
her
he etprojet à 4 ans



2



3
Introdu
tionMon projet de re
her
he s'intitule "Modélisation physique d'instruments de musique et de la voix :systèmes dynamiques, problèmes dire
ts et inverses". Il s'organise autour de trois obje
tifs : (1) la mo-délisation vibro-a
oustique réaliste pour la synthèse sonore en temps réel, (2) la prédi
tion etl'optimisation du fon
tionnement des instruments via les paramètres de géométrie et de matériau,(3) l'inversion de système dynamique, i.e. trouver le pilotage du modèle qui va permettre de générerun son 
ible. L'intérêt de l'obje
tif (1) (plut�t que la synthèse par modèle de signaux) est de fournir desinstruments virtuels qui reproduisent les 
omportements naturels de l'instrument original (attaques,transitoires, et
). L'obje
tif (2) peut fournir des outils d'aide à la lutherie (assistée par ordinateur), etl'obje
tif (3) permettre la 
apture de l'interprétation musi
ale ave
 de bons gestes de pilotage.Mais, 
e sujet est à l'origine de problèmes s
ienti�ques déli
ats et le réalisme des sons de synthèserequiert souvent d'avoir des modèles physiques �ns, non triviaux. Donnons quelques exemples illustratifs :Ex1 : Dans un tube, les pertes vis
o-thermiques aux parois mettent en jeu des dérivations fra
tionnaireset les tubes évasés des opérateurs pseudo-di�érentiels en
ore plus 
omplexes qui engendrent tous dela �mémoire longue�1. Négliger 
es phénomènes 
onduit à des sons immédiatement identi�és 
omme�synthétiques� par l'oreille.Ex2 : Pour les résonateurs de vents et le 
onduit vo
al, les représentations en guides d'ondes numériques(sous l'hypothèse d'ondes planes 
onservatives) ont fait le su

ès des premières synthèses en temps-réel. Comparés aux dé
ompositions modales, elles fournissent des stru
tures modulaires 
onne
tableset permettent une importante fa
torisation des 
al
uls. L'extension de 
ette dernière propriété à desmodèles de propagation a
oustique plus réalistes n'est pas évidente. Un autre problème ouvert, bienidenti�é et parfois quali�é de paradoxal (voir e.g. [48, 8℄), est l'obtention de simulations instableslorsqu'on tente d'utiliser 
es représentations sur l'équation des pavillons (pourtant 
onservative)dans le 
as de tubes à �
hambre 
onvexe� (
omme pour l'extrémité �nale du 
or anglais ou la têted'une �ûte traversière).Ex3 : Aux nuan
es fortissimo, les sons de 
uivres deviennent très brillants et 
eux des 
ordes fontentendre un enri
hissement de leur timbre. Ce
i vient du fait que la vibro-a
oustique des résonateursdevient non linéaire. Si 
es phénomènes sont déjà 
onnus et étudiés, les prendre en 
ompte dans dessimulations en temps réel, à faible 
oût de 
al
ul, reste en
ore déli
at.Ex4 : Jouer d'un instrument (souvent 
apable d'une variété impressionnante de régimes) ne 
orrespondpas à un pilotage simple. Retrouver un tel pilotage à partir d'un son 
ible pose de nombreuxproblèmes. En parti
ulier, le son mesuré n'est qu'une information très partielle de l'état vibro-a
oustique de l'instrument. Cette donnée manquante rend 
e problème inverse en
ore plus di�
ile.Ex5 : Le 
ouplage vibro-aéro-a
oustique dans les instruments à vent et la produ
tion de la voix est àla fois 
omplexe et 
ritique : il introduit des non-linéarités responsables de l'auto-os
illation et dela diversité des régimes de 
es systèmes. Les modèles a
tuels en donnent des versions simpli�éeset proposer des ra�nements pertinents et exploitables en pratique n'est pas immédiat. Il en est demême de la modélisation de 
ertains 
omposants éle
troniques, en
ore prisés aujourd'hui dans ledomaine de l'audio, tels que les triodes à vide. A�n d'explorer, modéliser les phénomènes dominantset de les valider, des plate-formes expérimentales apparaissent né
essaires.Ces 
inq exemples posent des questions s
ienti�ques et te
hnologiques que nous avons explorées. Certainessont résolues, d'autres sont en
ore à l'étude. Nos avan
ées reposent sur : (i) la mise au point et l'étuded'outils théoriques (mathématiques, de la théorie des systèmes et du traitement du signal), (ii) leur ap-pli
ation aux problèmes d'a
oustique et de vibrations des instruments, (iii) des réalisations (éle
troniquesou mé
atroniques) de ban
s de mesure et leur asservissement.1
'est-à-dire ave
 une réponse amortie plus lente que toute exponentielle dé
roissante (par exemple, en 1/

√
t).



4 Ce do
ument présente une synthèse des travaux s
ienti�ques que nous avons déjà menés, des perspe
-tives à 
ourt terme et un programme de re
her
he à moyen terme (quatre ans). Comme il l'est mentionnéau 
ours du do
ument, 
es travaux ont été menés en 
ollaboration, dans le 
adre de thèses (et de stages),dans le 
adre de projets (projets de l'Agen
e Nationale de la Re
her
he (ANR), projets annuels en é
oled'ingénieur, projets de développements informatiques internes à l'Ir
am), ou de façon autonome. Cestravaux s
ienti�ques sont allés de pair ave
 plusieurs a
tivités administratives, d'enseignement, de valori-sation et des publi
ations qui sont également 
onsignées dans 
e do
ument. Ce do
ument dresse don
 unbilan large, même s'il est di�
ile de le rendre exhaustif, de 
ette traje
toire, dix ans après ma soutenan
ede thèse.Organisation du do
ument. La première partie du do
ument synthétise mes travaux de re
her
heet mon projet de re
her
he à quatre ans.Le 
hapitre 1 rassemble des travaux sur les tubes a
oustiques, en vue de modéliser et simuler desrésonateurs d'instruments à vent. Dans la se
tion 1.1, un modèle mono-dimensionnel de tube dissipatif àse
tion variable ave
 son rayonnement est proposé, ainsi qu'une des
ription en tronçons de tubes 
ourbesélémentaires. Sa pertinen
e est testée pour un pro�l évasé (typiquement, un pavillon) par 
omparaison àdes mesures. La se
onde se
tion (� 1.2) s'intéresse à sa simulation en guides d'ondes numériques. Elle in
lutdes résultats de thèse de Rémi Mignot et de stages postérieurs. En s'appuyant sur des dé
ompositionsen ondes progressives dé
ouplées que nous proposons, des stru
tures é
onomiques pour la simulation(dites �de Kelly-Lo
hbaum�) sont retrouvées. Leur stabilité et leur passivité sont prouvées dans le 
asdes tubes sans �
hambre 
onvexe�. Une simulation (temps réel) obtenue pour un résonateur de tromboneest présentée. Le 
as problématique et faussement paradoxal des tubes à 
hambre 
onvexe [72, 48, 8℄ estexaminé : des interprétations de théorie des systèmes, des interprétations physiques et des solutions pourrétablir la stabilité sont données. En�n, dans la se
tion 1.3, un travail di�érent s'intéresse à la simulationd'un modèle de propagation non linéaire amortie simple, 
apable d'appro
her le �timbre 
uivré� que peutprésenter un trombone ou une trompette aux nuan
es "fortissimo". Une méthode de résolution 
ompatibleave
 le temps réel est 
onstruite à partir de : (1) l'appli
ation de la méthode des 
ara
téristiques 
ombinéeà un 
hangement de variables, et (2) une extension de la méthode originale proposée par Hayes [86℄ pour
onstruire un séle
teur de la solution entropique à faible 
oût lorsque des 
ho
s sont formés.Le 
hapitre 2 rassemble des travaux sur les systèmes dynamiques entrée-sortie. Dans la se
tion 2.1, nousnous intéressons à des systèmes linéaires à opérateurs pseudo-di�érentiels qui présentent des dynamiques àmémoire longue. Ceux-
i in
luent les systèmes à dérivation fra
tionnaire et 
eux qui apparaissent dans lesguides d'ondes établis dans le 
hapitre 1 (à 
ause des pertes vis
o-thermiques et de la 
ourbure des pro�ls).Après avoir présentés quelques spé
imens types et traité le 
as a
adémique d'un intégrateur d'ordre 1/2,un 
adre formel bien posé est proposé pour représenter les noyaux de 
onvolution, les fon
tions de transfertet des réalisations d'état de tels systèmes. Deux méthodes d'approximation pour la rédu
tion d'ordre sontprésentées, qui permettent de 
onstruire des simulations à faible 
oût et qui restituent une bonne pré
isionsur toute la plage des fréquen
es audibles. La se
tion 2.2 rassemble nos résultats sur les séries de Volterra,qui permettent de 
apturer et simuler les distorsions introduites par des systèmes audio (éle
troniques,mé
aniques, a
oustiques) sur le timbre du son. Après avoir rappelé les dé�nitions et propriétés généralespuis introduit une méthode de 
al
ul pratique fondée sur �un système annulateur�, nous présentons lesrésultats obtenus pour trois appli
ations (dont deux sur des équations aux dérivées partielles) : (1) lasimulation de sons 
uivrés pour un modèle de propagation non linéaire réaliste (qui ne peut plus êtrerésolu par la méthode présentée en � 1.3) ; (2) la simulation de 
ordes en forte déformation (qui in
lutdes résultats de thèse de David Roze) ; (3) un �ltre éle
tronique de synthétiseur Moog. Dans le 
as (2),pour traiter le 
as d'une for
e d'ex
itation quel
onque, nous introduisons une généralisation à noyauxspatio-temporels qui permet de réunir les formalismes des fon
tions de Green et des séries de Volterra.Nous terminons notre présentation sur 
et outil par des résultats théoriques et pratiques, fournissant desbornes 
al
ulables de 
onvergen
e de séries de Volterra (domaine de 
onvergen
e et erreur de tron
ature)pour plusieurs 
lasses de systèmes. La dernière se
tion (� 2.3) présente de premiers résultats d'inversionentrée-sortie et d'observation d'état pour un instrument à vent simpli�é 
omplet, 
'est-à-dire in
luantl'ex
itateur, qui peut être mis sous la forme d'un système non linéaire di�érentiel à retard de type dit�neutre�.



5Le 
hapitre 3 dé
rit des travaux sur des outils te
hnologiques (informatiques, éle
troniques ou mé-
atroniques). Ces outils sont destinés à l'exploration, la mesure et la validation de modèles de systèmesréels (éle
troniques ou biophysiques) en vue leur simulation réaliste. La se
tion 3.1 donne une des
riptionsommaire des résultats obtenus dans la thèse 
ifre d'Ivan Cohen (en partenariat ave
 la so
iété Orosys)sur la mesure, la modélisation et la simulation d'ampli�
ateurs guitare à lampes. La se
tion 3.2 dé
ritla mise au point et les premiers résultats obtenus d'une bou
he arti�
ielle robotisée destinée au jeu des
uivres (projet BrassTroni
s). La se
tion 3.3 présente de premiers travaux sur la voix : (i) la thèse (en
ours) de Thomas Hézard qui porte sur l'analyse/synthèse de la voix pour des modèles de signaux inté-grant des 
onsidérations physiques (telles qu'un 
ouplage aéro-a
oustique simpli�é glotte/
onduit vo
al) ;(ii) les premières 
onstru
tions issues du projet Voi
eTroni
s dont 
ertaines en lien ave
 la thèse. Ces
onstru
tions sont : (1) un 
apteur multi-
anal à impédan
emétrie pour analyser les mouvements des
ordes vo
ales ; (2) une maquette à l'é
helle 1 :1 et pilotable d'un larynx à géométrie simpli�ée en maté-riau 
ondu
teur pour tester le dispositif (1) in vitro ; (3) une maquette agrandie et pilotable, 
omposéede reprodu
tions morpho-réalistes des prin
ipaux 
artilages et tissus du larynx pour explorer, in vitro,les (prin
ipales) 
inématiques 
omplexes impliquées dans la phonation. En�n, la se
tion 3.4 termine parune 
ourte présentation d'une appli
ation dida
tique d'analyse spe
trale que j'ai 
ommen
é à mettre aupoint ré
emment.Le 
hapitre 4 
on
lut la partie s
ienti�que en présentant, en plus des perspe
tives dé
rites dans les
hapitres qui pré
édent, les grandes lignes de re
her
he que je 
ompte suivre dans le 
adre de mon projetde re
her
he à quatre ans.Le do
ument se poursuit par la partie administrative. Celle-
i 
omprend un 
urri
ulum vitae détaillé(
hapitre 5) in
luant une liste des travaux que j'ai dirigés ou en
adrés, mes a
tivités d'enseignement, lesresponsabilités dans des instan
es s
ienti�ques, les a
tivités de rele
ture d'arti
les (et
), puis (
hapitre 6)la liste des publi
ations personnelles ave
 une 
opie d'arti
le. En tout dernier lieu vient la bibliographiegénérale.Quelques 
ommentaires et informations pratiques sur le do
ument. Dans l'ensemble de 
edo
ument, mes publi
ations sont référen
ées par une lettre suivie d'un nombre (exemple : [A2℄). Ellessont listées en 
hapitre 6 du do
ument, page 107.Les stages et thèses j'ai (
o-/)en
adrés sont listés dans mon 
urri
ulum vitae, en page 102. A�n dene pas alourdir le do
ument, les nombreuses 
ontributions des stagiaires ne sont pas systématiquement
itées, mais il su�t de se reporter à 
ette liste pour en prendre 
onnaissan
e.Les publi
ations qui ne 
orrespondent pas à des travaux personnels sont référen
ées par un nombreseul (exemple : [12℄). Elles sont rassemblées dans la bibliographie générale, page 144.En�n, 
e do
ument a été organisé de sorte que les résultats d'a
oustique soient majoritairement ras-semblés dans le 
hapitre 1, 
eux de théorie des systèmes dans le 
hapitre 2. Il ne s'agit bien sûr pas d'uneparoi étan
he, ni même ave
 le 
hapitre 3 sur les outils pour l'expérimentation, tant 
es aspe
ts peuventêtre intriqués. Mais les déroulements des di�érentes se
tions ont été rédigés a�n de faire ressortir, aumoins lo
alement, des démar
hes s
ienti�ques délibérées et argumentées. Aussi, pour fa
iliter sa 
ompré-hension et donner une 
ertaine autonomie au do
ument, quelques éléments te
hniques ont été insérés etparfois préférés à des des
riptions qualitatives. On trouvera notamment en début du do
ument (page xi),les notations et 
onstantes physiques utilisées prin
ipalement dans les 
hapitres 1 et 2. Ave
 le 
hoix de
ette forme et pour ne pas alourdir la synthèse des travaux déjà longue, je me suis limité à joindre unseul arti
le en annexe (qui évite de répéter un 
ontenu majoritairement te
hnique) : il s'agit du travailsur l'observation d'état [A11℄, traité en (� 2.3). Toutefois, beau
oup de mes arti
les sont a

essibles enligne et je peux bien sûr tous les fournir sur demande.En espérant que 
e do
ument vous sera agréable et vous satisfera, je vous souhaite une bonne le
ture.
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7
Chapitre 1A
oustique des tubes à se
tion variable1.1 Modèle a
oustique mono-dimensionnelLe modèle que nous avons introduit repose sur 4 ingrédients : (1) une équation des pavillons fondée surle redressement de la 
arte des isobares ; (2) la 
onnexion régulière (C1) de pro�ls à évasements 
onstants ;(3) un modèle de rayonnement 
ompatible ave
 (1) ; (4) l'e�et des pertes vis
o-thermiques aux parois.Nous les rappelons en restituant la démar
he 
i-dessous.1.1.1 Ingrédient 1 : équation des pavillons à abs
isse 
urviligneLe premier modèle 1D de propagation a
oustique sans perte dans des tubes à symétrie axiale estdû à Lagrange et Bernoulli [113, 9℄. Il est souvent nommé �équation des pavillons� ou �équation deWebster� [219℄. Il a été beau
oup étudié 
omme en témoigne e.g. [56℄. Dans sa version originale, 
e modèlerevient à 
onsidérer un 
ontinuum de tubes in�nitésimaux lo
alement droits dans lesquels se propagentdes ondes planes. Mais 
ette hypothèse a été régulièrement révisée. Ainsi, pour garantir l'orthogonalitéentre les isobares et la paroi, Lambert [114℄ et Weibel [220℄ ont 
ontesté l'hypothèse d'ondes planes etpostulé des ondes sphériques [7℄. Plus tard, Putland [171℄ a montré que toute propagation 1D 
onservativeobéit à une équation des pavillons, 
'est-à-dire,

( 1

A(s)
∂s

(
A(s) ∂s

)
− 1

c2
∂2
t

)
p(s, t) = 0 où A représente l'aire d'une se
tion transverse lo
ale, (1.1)repérée par une variable spatiale s. Il a aussi établi que seules les ondes planes, 
ylindriques et sphériquespouvaient 
orrespondre à des modèles exa
ts. Nous avons établi un résultat similaire dans [A2, II.D℄ : lesseules 
artes isobares statiques qui peuvent être le siège d'une propagation 
orrespondent à 
es ondes età des 
artes modales dont on 
onnaît un invariant géométrique. Malgré 
es limitations, des modèles 1Dnon exa
ts mais plus �ns ont en
ore été re
her
hés, pour béné�
ier de leur simpli
ité (
f. e.g. [3, 138℄) : ilssimpli�ent le 
al
ul d'immittan
es, et la plage fréquentielle non perturbée par des modes transverses (
asplus 
omplexe traité dans e.g. [163℄) est su�samment intéressante pour étudier bon nombre d'instruments.Dans 
ette lignée, nous avons 
her
hé un modèle 1D 
ompatible ave
 les propriétés suivantes.Propriété 1 (Isobares dans les tubes à symétrie axiale) Dans le 
as d'une propagation 
onserva-tive dans un tube à parois rigides idéales, quelques propriétés basiques des isobares sont :(i) les ondes planes se propagent dans un tube droit et sont gouvernées par (1.1) ave
 s = z (abs
isseaxiale) et A(z) = πR2

0, soit (∂2
z − 1

c2 ∂
2
t )p = 0 ;(ii) les ondes sphériques se propagent dans les tubes 
oniques et sont gouvernées par (1.1) ave
 s=r(abs
isse sphérique) et A(r)=2πr2(1−cos θ0) (aire de 
alotte sphérique), soit (∂2

r+ 2
r∂r− 1

c2 ∂
2
t )p=0 ;(iii) les isobares sont orthogonales à la paroi (ex
epté pour un gradient de pression nul, 
f. [G4, p.33℄) ;(iv) dans un pavillon typique, expérimentalement et d'après [7℄, les isobares ont une allure quasi-sphérique en basse fréquen
e ;(v) la géométrie des isobares varie né
essairement dans le temps, ex
eption faite des 
as (i), (ii), desisobares 
ylindriques 
o-axiales et de modes propres (preuve dans [A1, II.D.3℄).



8 CHAPITRE 1. ACOUSTIQUE DES TUBES À SECTION VARIABLEAinsi, le modèle original [113, 9, 219℄ (s = z, A(z) = πR(z)2) 
orrespond à une hypothèse d'ondes planeset ne rétablit que la propriété (i). Les modèles à ondes sphériques [114, 220℄ ou ellipsoïdales [3℄ rétablissent(i-iv) mais restent in
ompatibles ave
 (v).
PSfrag repla
ements

Tu1,t

Tu2,t

Is1,t Is2,t Is3,t Is4,t
z

r

u1

u2

s1 s2 s3 s4

s

u

{ z=f(s, u, t)
r=g(s, u, t)

PSfrag repla
ements
ρ⋆(s) ρ(s,u,t)

Is,tSsa© redressement de la 
arte des isobares b© approximation quasi-sphériqueFig. 1.1 � Redressement de la 
arte des isobares et approximation lo
ale au voisinage de la paroi.Pour améliorer 
es modèles 1D, nous avons 
her
hé en premier lieu une forme exa
te de l'équationdes ondes [
∂2
r− 1

r∂r+∂
2
z− 1

c2 ∂
2
t

]
P (z, r, t) = 0, pour laquelle la pression a une dépendan
e mono-spatiale,
'est-à-dire, dans une 
arte redressant les isobares. Formellement, 
e
i est obtenu grâ
e à un 
hangementde 
oordonnées z= f(s, u, t), r= g(s, u, t) tel que P (f(s, u, t), g(s, u, t), t)=p(s, t) ne dépend pas de u et

s indexe les isobares Is,t (
f. �gure 1.1 a©). Ce
i 
onduit à
[
α∂2

s + β ∂s + γ ∂s∂t −
1

c2
∂2
t

]
p(s, t) = 0, (1.2)où les 
oe�
ients α, β, γ sont des fon
tions de (s, u, t) et dépendent formellement de f , g et leurs dérivéespartielles jusqu'à l'ordre 2 [A2, (20-21)℄. Établir un modèle 1D revient alors à déterminer 
es 
oe�
ientspour une des
ription paramétrique (
z=F (s), r=G(s)

) d'un pro�l statique obtenue pour un u dé
rivantla paroi (i
i, u = w). Ce
i pose la question : A pro�l donné, est-il possible de résoudre séparément lesproblèmes de �
arte isobare� et de �propagation des valeurs de pression� sur 
ette 
arte ?Les 
al
uls montrent qu'en 
hoisissant des 
oordonnées (s, u) orthogonales, on a sans perte de gé-néralité et pour u = w : α(s, w, t) =
(
F ′(s)2 + G′(s)2

)−1, γ(s, w, t) = 0 et β(s,w,t)
α(s,w,t) = d

ds

(
ln

∣∣∣ G(s)
F ′(s)

∣∣∣
)

+

∂s ln
∣∣∂ug(s, u=w, t)

∣∣. Par
e qu'il met en jeu l'opérateur ∂u, seul le dernier terme de β/α pose un pro-blème. Il dépend d'une variation première des lignes de 
hamp Tw,t (
f. �gure 1.1) au voisinage la paroi.Pour obtenir une expression expli
ite fournissant une équation des ondes 1D, une approximation géomé-trique d'ordre minimale et 
ompatible ave
 les propriétés 1(i-v) est proposée.Hypothèse 1 (Isobare quasi-sphérique à l'ordre 2) Soit ρ⋆(s) le rayon de la sphère Ss ins
rite dansle 
�ne tangent à la paroi au point (s, u = w) (
f. �gure 1.1 b©). L'é
art relatif ς = ρ/ρ⋆ − 1 est tel que
∂kuς(s, u= w, t) = 0 pour k = 0 (
onta
t) et k = 1 (tangen
e de Ss et Is,t). L'approximation 
onsiste àsupposer 
ette relation en
ore valable pour k=2 (déviation de ς plus lente qu'une parabole).Cette hypothèse 
onduit à β(s,w,t)

α(s,w,t) = 2G
′(s)
G(s) . Une version exa
te de l'équation d'Euler est aussi obtenue,
e qui 
onduit au modèle 
omplet donné 
i-dessous [A2, (19) et (53)℄.Résultat 1 (Modèle de pavillon à abs
isse 
urviligne ℓ) L'hypothèse 1 
onduit au même modèleque 
elui fondé sur les ondes planes, si la variable spatiale s= z est rempla
ée par l'abs
isse 
urviligne

s=ℓ qui mesure la longueur du pro�l. Les des
riptions d'une per
e z 7→ R(z) et ℓ 7→ R(ℓ) sont liées par
R(ℓ)=R

(
L−1(ℓ)

) ave
 ℓ = L(z) =

∫ z

0

√
1 +

[
R′(z)

]2
dz. (1.3)L'équation des pavillons et l'équation d'Euler sont données par, respe
tivement,

(
∂2
ℓ −Υ(ℓ)− 1

c2
∂2
t

)[
R(ℓ) p(ℓ, t)

]
= 0 et ρ ∂tv(ℓ, t) + ∂ℓp(ℓ, t) = 0, et où Υ =

R′′

R . (1.4)



1.1. MODÈLE ACOUSTIQUE MONO-DIMENSIONNEL 9Remarque 1 (Interprétation géométrique et modèles exa
ts) a© Contrairement à 
e qu'on au-rait pu présumer, l'hypothèse de quasi-sphéri
ité lo
ale n'a pas pour e�et de rempla
er l'aire de la se
tionde tube par 
elle d'une 
alotte sphérique (
f. �gure 1.1 b©). Elle revient dans (1.1) à dé�nir la variablespatiale s 
omme l'abs
isse 
urviligne ℓ et à préserver l'aire A de la se
tion droite lo
ale. Pour les ondessphériques dans les 
�nes, 
e
i 
orrespond aux 
alottes sphériques redressées. Ainsi, on est amené à 
onsi-dérer le débit a
oustique à travers l'isobare redressée u = πR2 v, qui ne tient pas 
ompte de la 
oni
ité.b© Pour autant, le modèle (1.3-1.4) est 
ohérent ave
 les propriétés (i-v) et il regénère bien des modèles1D exa
ts pour les tubes droits (ℓ=z, R(z)=R(ℓ)=R0) mais aussi pour les tubes 
oniques (ℓ=z/ cosθ≡rdans la propriété 1(ii), R(z) = z tan θ, R(ℓ) = ℓ sin θ). Ces deux 
as 
orrespondent à Υℓ = 0. Rappelonsen
ore que le modèle en z est exa
t uniquement pour les tubes droits : sa validité est 
on�née aux bassesfréquen
es telles que f ≪ c
π

( ∫ Z
0

[
R′(z)

]2
dz

)−1 (
f. [29, (7.159), p. 311℄).Propriété 2 (Modèle �en z� versus modèle �en ℓ�) Comparé à l'équation des pavillons originale (s=
z), 
elle à abs
isse 
urviligne (s=ℓ) apporte plusieurs modi�
ations 
ara
téristiques (
f. �gure 1.2) :(i) la longueur équivalente du tube augmente (L(z) ≥ z) 
omme toute distan
e lo
ale de par
ours(L(z+δ)−L(z)≥δ si δ≥0) ;(ii) la pente du pro�l est atténuée au sens où |R′(L(z))|=

∣∣R′(z)
∣∣

√
1+R′(z)2

≤ |R′(z)|, et on a |R′(ℓ)| ≤ 1(|R′(ℓ)|=1 
orrespond à une pente verti
ale) ;(iii) si une per
e se termine de façon lo
alement 
onique (Υℓ = 0 en ℓ= L), le modèle �en ℓ� opère
omme un ra

ord idéal ave
 des ondes sphériques (pour ℓ ≥ L) ;(iv) la valeur de Υ et sa forme sont modi�ées (on note Υz= R′′

R pour s=z et Υℓ=
R′′

R pour s=ℓ) ;(vi) les positions des pi
s des immittan
es sont modi�ées de façon non triviale (à 
ause de (i-iv)).
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Fig. 1.2 � Comparaison entre les modèles �en z� (-) et �en ℓ� (- -) : rayon, Υ et fréquen
e de 
oupure(
f. rq. 2) pour un pro�l test R† : z ∈ [0, z⋆] 7→ R0 +
(
R⋆−R0

) (
z/z⋆

)10, pro
he du pavillon de trombonedé
rit en � 1.1.5 (R0 =10.4× 10−3m, z⋆=568× 10−3m, R⋆=110× 10−3m).Ce
i a aussi l'impa
t a
oustique suivant, dire
tement interprétable.Remarque 2 (fréquen
e de 
oupure lo
ale) Pour Υ positif, f⋆= c
2π

√
Υ 
orrespond à une fréquen
ede 
oupure (lo
ale en espa
e) en dessous de laquelle les ondes progressives deviennent évanes
entes [7℄.En pratique, la validité de l'équation des pavillons est réduite aux fréquen
es pour lesquelles au
unmode transverse n'est ex
ité. Un ordre de grandeur est, pour un tube droit de rayon maxℓ∈[0,L]R(ℓ),

f <f+ ave
 f+=
K+

max
ℓ∈[0,L]

R(ℓ)
et K+=

1.84 c

2π
≈100m.s−1. (1.5)Une autre 
ondition qualitative est que |Υ| reste su�samment petit pour perturber faiblement le modèleexa
t (Υℓ = 0). L'hypothèse 1 ne donne pas d'estimation simple de 
e domaine de validité mais des
omparaisons ave
 des mesures sur un pavillon de trombone sont fournies en � 1.1.5.



10 CHAPITRE 1. ACOUSTIQUE DES TUBES À SECTION VARIABLE1.1.2 Ingrédient 2 : jon
tion C1-régulière de tronçons à évasement 
onstantDans 
ette partie, s ne représente plus une variable spatiale mais la variable 
omplexe de Lapla
e.
T

n

T
n+1

T
n

T
n+1a© b©Fig. 1.3 � Approximations standard de tubes a
oustiques par a© des tubes droits b© des tronçons de 
�nes.Les premières approximations de tubes à se
tion variable en tronçons élémentaires 
on
aténés ont étéobtenues ave
 des tubes droits 
onservatifs et le ra

ord d'ondes planes aux jon
tions (�gure 1.3 a©). Ce
as 
onduit à des matri
es de transfert simples. Et une dé
omposition en ondes progressives (
f. � 1.2) faitapparaître une stru
ture en guides d'ondes numériques [194℄. Celle-
i met en jeu (
f. �gure 1.4 a©) une pairede propagateurs Wn pour 
haque tronçon n (i
i, des retards purs), et à 
haque jon
tion, un quadrip�le

Cn représentant les ré�exions et transmissions (i
i, instantanées). On montre qu'on peut réaliser 
haquequadrip�le Cn à l'aide d'une seule fon
tion de ré�exion et des sommes : on parle alors de stru
ture deKelly-Lo
hbaum [103℄ (
f. �gure 1.4 b©, ave
 i
i β = −1 et |Kn| < 1). Pour des impédan
es de rayonnementidéalisées, on obtient au �nal des �ltres numériques auto-régressifs (AR), abondamment utilisés pour lasynthèse sonore en temps réel, spé
ialement pour simuler le 
onduit vo
al [135, 31℄.
PSfrag repla
ements

Cn Cn+1

Wn

Wn

Wn+1

Wn+1

WN

WN ChargePSfrag repla
ements
Kn

β

Wn

Wn

Wn+1

Wn+1a© Dé
omposition en guides d'ondes numériques b© Stru
ture de Kelly-Lo
hbaum (β = ±1)Fig. 1.4 � a© Guide d'ondes numérique et b© Stru
ture de Kelly-Lo
hbaum. Les opérateurs Wn traitentla propagation d'ondes progressives dé
ouplées à l'intérieur du n-ième tronçon. Le quadrip�le Cn traiteles ondes transmises et ré�é
hies aux jon
tions. Une fa
torisation des 
al
uls 
onduit à la stru
ture deKelly-Lo
hbaum b© qui n'implique qu'une o

urren
e de la fon
tion de ré�exion (Kn).Mais 
e modèle repose sur des approximations fortes : (1) pro�l rendu dis
ontinu (2) rayonnement
ari
atural indépendant de la fréquen
e, (3) pertes vis
o-thermiques négligées. La première est à l'originede ré�exions lo
ales instantanées. Ce
i rend les réponses impulsionnelles (RI) d'immittan
es non régulièresmais 
omposées de trains de Dira
. Sans être supprimé, 
et artefa
t est masqué par régularisation dèsque l'on améliore les points (2) ou (3) (
f. �1.1.3-1.1.4) En pratique, il est souvent masqué par le 
hoixd'un pas de dis
rétisation spatiale qui syn
hronise les impulsions sur la période d'é
hantillonnage Te.Pour a

roître la régularité, une alternative est d'utiliser des tronçons de 
�nes (�gure 1.3 b©). Ce
iaméliore les résultats a
oustiques [27, 217, 185, 218, 57℄, signi�
ativement si l'erreur 
ommise sur lerayon et si la variation de pente aux jon
tions sont faibles. On aboutit en
ore à une stru
ture de Kelly-Lo
hbaum pour des jon
tions 
ontinues, si la dis
ontinuité des aires des 
alottes sphériques de ra

ordest négligée [217, p.52℄. D'autres pro�ls réguliers ont aussi été étudiés (pavillon de Bessel [7℄, pavillonexponentiel [96℄, voir aussi [20℄).A�n d'améliorer le réalisme et réduire le nombre de tronçons, nous proposons des jon
tions à régularité
C1 de tronçons à paramètre Υ 
onstant1. En parti
ulier, la question à laquelle on s'intéresse i
i est :Quel degré de régularité peut-on atteindre sur les réponses impulsionnelles a
oustiques ave
 
e modèle ?1Ce
i 
orrespond à la même régularité que 
elle des splines 
ubiques, mais on 
hoisit i
i des tronçons à Υ 
onstant plut�tque polynomiaux à 
ause du modèle a
oustique.



1.1. MODÈLE ACOUSTIQUE MONO-DIMENSIONNEL 11Formalisme en matri
es de transfert (Υ 
onstant de signe quel
onque). Considérons un tron-çon a
oustique dé
rit sur ℓ ∈ (a,b) par le modèle (1.4) pour un paramètre 
onstant Υ < 0 (
hambre
onvexe), Υ = 0 (tube droit ou 
onique) ou Υ > 0 (pro�l évasé). Une résolution de 
e problème dans ledomaine de Lapla
e C
+
0 (ensemble dé�ni p. xii) 
onduit au résultat suivant (
f. e.g. [G4, p. 63℄).Résultat 2 (Matri
e de transfert Tb,a d'un tronçon à Υ 
onstant) On introduit l'état a
oustique

Xℓ(s)=
[
P (ℓ, s) , U(ℓ, s)

]T dans le domaine de Lapla
e, où P et U sont les transformées de Lapla
e res-pe
tives de t 7→p(ℓ, t) et t 7→πR(ℓ)2v(ℓ, t) (signaux supposés nuls pour t < 0). Alors,
Xb(s) = Tb,a(s)Xa(s), où det Tb,a(s) = 1 et où (1.6)

Tb,a(s)=Λb−(s)Mb,a(s) Λa+(s)−1, Λℓ(s)=diag( 1
R(ℓ) ,

πR(ℓ)
ρs

), [Mb,a(s)]i,j=
(
Vi,j(s)

)T
Φ

(
(b − a)Γ(s)

)
,ave
 V11 = [1 , σ(a+)]T , V12 = [0 , −(b− a)]T ,

V21 =
[σ(b−)−σ(a+)

b− a ,
σ(a+)σ(b−)− (b − a)2Γ2

b− a
]T
, V22 = [1 , −σ(b−)]T ,

Φ(z) = [cosh z , sinh z
z ]T et σ = R′

R/(b−a) (ratio de pentes, sans dimension). La fon
tion Γ est la ra
ine
arrée de (plus pré
isément sa détermination prin
ipale, rappelée en (2.3)-� 2.1)
Γ(s)2 =

(s
c

)2

+ Υ. (1.7)On montre que si le pro�l est positif, 
'est-à-dire (
f. p. 26) si R(a+)>0, R(b−)>0 et (b − a)2Υ > −π,alors la matri
e Tb,a est analytique sur C
+
0 et elle dé�nit un opérateur 
ausal stable.Remarque 3 (Nombre d'onde) Le nombre d'onde k est tel que i k = Γ(iω) où ω représente la fré-quen
e angulaire (ou pulsation). Pour des tubes droits ou 
oniques (Υ = 0), il vaut k = ω/c.Le ra

ord de N tronçons (délimités par ℓ0<ℓ1<. . .<ℓN) s'obtient en imposant la 
ontinuité de �l'étatde Kir
hho�� Xℓ aux jon
tions. Ce
i 
onduit au formalisme standard de matri
es de transfert

XℓN (s) = TℓN ,ℓ0(s)Xℓ0(s), où TℓN ,ℓ0 = TℓN ,ℓN−1 TℓN−1,ℓN−2 . . . Tℓ1,ℓ0 . (1.8)Ce
i restitue les résultats 
onnus (
f. e.g. [31, 29℄) pour les tronçons de tubes droits, et aussi pour lestronçons de 
�nes, si le débit est 
elui pris à travers la se
tion droite2, (
f. rq. 1).Remarque 4 (Pro�ls 
ontinus) Pour un pro�l 
ontinu, (1.8) s'é
rit aussi sous la forme simpli�ée
TℓN ,ℓ0 =diag( LN

R(ℓN ) ,
πR(ℓN )
ρs

)
MℓN ,ℓ0 diag(R(ℓ0)

L1
, ρs
πR(ℓ0)

)
, MℓN ,ℓ0 =MℓN ,ℓN−1 MℓN−1,ℓN−2 . . . Mℓ1,ℓ0 .Stru
ture de Kelly-Lo
hbaum (Υ≥0). Les des
riptions en tronçons de 
ylindres a©, 
�nes b© ad-mettent des représentations en guides d'ondes numériques. Comme nous le présentons plus loin en � 1.2.1,
'est aussi le 
as pour les tronçons à Υ 
onstant 
©. Ces représentations sont 
omposées d'une paire d'opé-rateurs de propagation (ou �propagateurs�), de fon
tion de transfert Wn(s) = exp

[
− Γ(s)(ℓn − ℓn−1)

],inter-
onne
tés par des opérateurs de jon
tion Cn et 
onne
tés à des impédan
es de 
harge aux extrémi-tés [103, 195, 217℄, [A5, C13, A15℄ (
f. �gure 1.4 a©).Dans les 
as a©- b© (Υn = 0), les propagateurs sont de simples retards Dn(s) = exp(−τns) où τn =
ℓn−ℓn−1

c . Dans le 
as 
©, la fon
tion de dispersion Gn(s) = Wn(s)
Dn(s) = exp

(
τn(s−cΓn(s)

) 
orrespond à unopérateur 
ausal stable (sans laten
e), seulement si Υ ≥ 0 [A5℄ (le 
as Υ < 0 est traité en � 1.2.2). Le
al
ul de sa réponse impulsionnelle donne [152, p.498℄pour tout Υ ≥ 0, gn(t) = δ(t)− 1t>0(t) cτn
√

Υn

J1

(
c
√

Υn

√
t(t+ 2τn)

)
√
t(t+ 2τn)

, (1.9)où J1 est la fon
tion de Bessel de première espè
e d'ordre 1.2L'hypothèse d'ondes sphériques idéales pose le problème suivant : aux jon
tions de 
�nes, les sphères de 
onta
t ne
oïn
ident pas (
f. e.g. [29, �g. 7.13℄). Mais, par 
ohéren
e ave
 
ette hypothèse et le prin
ipe de 
onservation de la masse, ledébit 
hoisi dans la littérature sur le sujet est le �débit sphérique� (
f. e.g. [72℄). Pour rétablir dans (1.8) la 
ontinuité de 
edébit, il su�t d'insérer des matri
es diag(1, ̟n+1/̟n) entre 
haque fa
teur, qui introduisent le rapport des angles solides.Lorsqu'elle devient petite, 
ette dis
ontinuité est parfois négligée à des �ns de simpli�
ation algorithmique [217, � 2.4.3℄.C'est qu'il se produit i
i pour des ra

ords C0, via la dé�nition de u. Et, 
ette dis
ontinuité disparaît (̟n+1/̟n → 1) pourdes maillages de plus en plus �ns d'un pro�l régulier. C'est 
e qu'il se produit pour les ra

ords de type C1 proposés i
i.



12 CHAPITRE 1. ACOUSTIQUE DES TUBES À SECTION VARIABLEDe plus, pour des pro�ls su�samment réguliers, le quadrip�le Cn a
quiert la propriété suivante(
f. � 1.2 pour plus de détails te
hniques et [103, 217℄, [C13℄, [A15, � 4℄).Propriété 3 (fa
torisation de Kelly-Lo
hbaum) Si la régularité géométrique permise par une ap-proximation de type a©- 
© est maximale, 
'est-à-dire, dis
ontinue pour a©, 
ontinue pour b© et à régula-rité C1 pour 
©, alors les quadrip�les Cn asso
iés à (1.8) peuvent être réalisées ave
 une seule fon
tion deré�exion Kn et trois sommes. Ce
i 
onduit à la �stru
ture de Kelly-Lo
hbaum� rappelée en �gure 1.4 b©.Outre la rédu
tion de la 
harge de 
al
ul qu'elle permet pour la synthèse en temps réel, 
ette propriétésimpli�e l'étude de la régularité des réponses impulsionnelles a
oustiques, menée 
i-dessous.Trains d'impulsions et régularité (Υ≥0). On 
onsidère un tube a
oustique dé�ni 
omme en pro-priété 3 et de dernier tronçon in�niment long. On a alors la propriété suivante :Propriété 4 La régularité des réponses impulsionnelles des immittan
es de a©- 
© est �xée par 
elle desfon
tions de ré�exion Kn.Dans les 
as a©- b©, 
e résultat bien 
onnu est immédiat 
ar les propagateurs sont des retards purs Wn =
Dn. Le 
as 
© est similaire 
ar Gn= Wn

Dn

ontient un gain dire
t (δ dans (1.9)) de sorte qu'il n'augmentepas l'ordre de régularité. Le tableau 1.1 illustre des approximations 
ari
aturales d'un pro�l par deuxtronçons et rappelle les formules des fon
tions de ré�exion. Leur analyse 
onduit au résultat suivant.Résultat 3 (Régularité des réponses impulsionnelles) Pour un pro�l évasé régulier, les jon
tions

C1 de tronçons à Υ 
onstant fournissent l'approximation par mor
eaux la plus simple qui préserve la
ontinuité des réponses impulsionnelles d'immittan
es, indépendamment du nombre de tronçons et del'impédan
e de 
harge.Preuve : La RI de ré�exion du 
as a© est une impulsion de Dira
 et 
elle de b© est une exponentielledé
roissante 
ausale (�ltre à un p�le) dis
ontinue en t = 0. La dis
ontinuité des RI d'immittan
es estdon
 immédiate pour a©- b©. Pour le 
as 
©, K 
©
1 (s) = Γ1(s)−Γ2(s)

Γ1(s)+Γ2(s) = Υ1−Υ2

(Γ1(s)+Γ2(s))2 = Υ1−Υ2

4(s/c)2 + O( 1
s4 )lorsque s → +∞. Don
, d'après le théorème de la valeur initiale, k1(0

+) = limx→+∞ xK1(x) = 0 et
k′1(0

+) = limx→+∞ x2K1(x) = Υ1−Υ2

2 . Puisque k1(t) ne présente pas de saut en t = 0 et que k′1 enprésente un, la régularité de la RI est (exa
tement) C0, 
e qui ave
 la propriété 4 
on
lut la preuve.Approximation de R†par deux tronçons(ℓ0 = 0.3, ℓ1 = 0.4,
ℓ2 =0.5) 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

0

0.01

0.02

0.03

0.04

 

 

PSfrag repla
ements radius 
ible : R†tronçons
ℓa© 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

0

0.01

0.02

0.03

0.04

 

 

PSfrag repla
ements radius 
ible : R†tronçons
ℓb© 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

0

0.01

0.02

0.03

0.04

 

 

PSfrag repla
ements radius 
ible : R†tronçons
ℓ
©Régularité de pro�l dis
ontinu (tubes droits) 
ontinu (C0) (tubes 
oniques) doux (C1) (Υ 
onstant)

K1(s) et β A1−A2

A1+A2
(et β = −1) α1

s−α1
(et β = +1) Γ1(s)−Γ2(s)

Γ1(s)+Γ2(s) (et β = −1)
k1(t)

A1−A2

A1+A2
δ(t) α1 exp(α1t) 1t≥0 pas d'expression analytiqueSaut en t = 0 in�ni α1 = c

2

(
R′(ℓ−1 )−R′(ℓ+1 )

R(ℓ1)

)
0Régularité de la RI de type Dira
 dis
ontinu 
ontinu (C0)Tab. 1.1 � Régularité des réponses impulsionnelles des ré�exions mises en jeu dans les stru
tures deKelly-Lo
hbaum en fon
tion de la régularité de la géométrie.Remarque 5 (Approximation en tronçons de 
�nes) Il est possible d'atténuer les sauts des ré-ponses impulsionnelles 
al
ulées pour des ra

ords 
ontinus de tronçons de 
�nes en ra�nant le maillagespatial de sorte que les 
oe�
ients αn = c

(
R′(ℓ−n )−R′(ℓ+n )

)
/
(
2R(ℓn)

) s'appro
hent de 0.Remarquons par ailleurs que, dans les 
as a©- b©, le dé
oupage d'un pro�l en N tronçons s'obtient sim-plement en évaluant R à des abs
isses 
hoisies ℓn=0,...,N . Au 
ontraire, déterminer une des
ription entronçons à paramètre Υ 
onstant par mor
eaux n'est pas dire
te. Pour 
ette raison, pendant le premierstage de T. Hézard, nous avons 
onstruit un outil dédié à l'estimation des paramètres du 
as 
©. Cet outildé
rit dans [C31℄ mais non détaillé i
i est utilisé dans la suite.



1.1. MODÈLE ACOUSTIQUE MONO-DIMENSIONNEL 131.1.3 Ingrédient 3: impédan
e de rayonnement d'une portionde sphère pulsanteL'impédan
e de rayonnement répartit l'énergie 
on�née dans le tube (a) et la partie rayonnée (b). Dansla plage fréquentielle où le phénomène (a) est dominant, la qualité des résonan
es est grande (favorisantl'auto-os
illation et l'établissement de notes). Pour équilibrer la qualité des résonan
es et la puissan
e duson rayonné (spé
ialement pour les instruments modernes), l'étude de 
ette impédan
e est 
ru
iale.Les premiers modèles de rayonnement utilisés pour les instruments à vent sont fondés sur des pistonsplans ou des tubes droits, en
astrés ou non dans des é
rans (
omparés aux tubes droits, les modèlesfondés sur des pistons plans négligent les modes évanes
ents). Les modèles les plus utilisés (
f. [193℄pour des 
omparaisons, [155℄ pour des pistons ins
rits dans des é
rans �nis et [228, 37℄ pour d'autresgénéralisations) sont souvent présentés sous la forme (V est la vitesse orientée vers l'espa
e extérieur)
P/V = Zspé
i�q.

rad = ρcZ en fon
tion de ka = (2πf/c) a (a est le rayon du tube, k est le nombre d'onde),où la fon
tion de transfert adimensionnée Z peut 
orrespondre au 
as de (
f. �gure 1.5) :(Z1) un piston 
ir
ulaire ins
rit dans un é
ran rigide Z1 = 1− 2J1(2ka)
2ka + ι̇2H1(2ka)

2ka (J1 et H1 sont i
irespe
tivement les fon
tions de Bessel et de Struve du premier ordre [152℄). Le signe de la partieimaginaire 
orrespond au 
hoix d'une dé
omposition sur des signaux mono-
hromatiques pour la
onvention exp(2ι̇πft) qui est 
ohérente ave
 les transformées de Fourier (/Lapla
e ave
 s=2ι̇πf),
(Z2) un piston 
ir
ulaire [193, (9)℄, [158℄,(Z3) un tube droit sans é
ran [118, (V.16)℄.
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f (en Hz)f (en Hz)ℜe(Z k) ℑ m(Z k)Fig. 1.5 � Comparaisons d'impédan
es de rayonnement pour R† en z = z⋆ (
f. �gure 1.2).Cependant, 
es modèles sont mal adaptés aux pavillons, spé
ialement lorsque l'angle θ0 du 
�netangent à l'extrémité du pavillon est assez ouvert (
f. �gure 1.6 a© : pour le pro�l R†, on a θ0 ≈ 59.2�).Pour tenir 
ompte de fronts d'ondes sphériques, une 
orre
tion de Z3 par le fa
teur Ap

As
(Ap et As sontles aires rayonnantes respe
tives du piston plan et de la 
alotte sphérique [27℄) 
onduit au modèle

Z4 =
Ap
As

Z3 où Ap=πR2=π(r0 sin θ0)
2 et As=2πr20(1−cosθ)= 2πR2

1+cos θ0
de sorte que Ap

As
= 1+cos θ0

2 . (1.10)Au premier ordre à la limite des basses fréquen
es, 
e fa
teur apporte sur ℜe(Z4) la 
orre
tion qui est ena

ord ave
 les lois de 
onservation d'énergie et de masse [A1, 
f. étude dans � 4.4 proposée par J. Kergomard℄.Le modèle Z4 a été souvent utilisé pour modéliser les pavillons (
f. e.g. [185℄).Pour ra�ner l'e�et de la sphéri
ité, nous proposons un modèle Z5 fondé sur une portion de sphèrepulsante [A1℄ et indiquons ses prin
ipales propriétés. D'après les 
omparaisons ré
entes dans [58℄, 
esra�nements sont signi�
atifs dans le 
as des pavillons, spé
ialement au dessus de la fréquen
e de 
oupure.Modèle Z5 et propriétés. On 
onsidère une sphère de rayon r0, dont une partie S0 (θ ≤ θ0, 
f. �-gure 1.6 a©) est animée d'une vitesse V0(f) et dont l'autre partie est immobile.Sous les hypothèses de l'a
oustique linéaire 
onservative et en utilisant une dé
omposition sur les har-moniques sphériques, la fon
tion de transfert (domaine de Fourier) entre V0(f) et le 
hamp de pression ex-terne Pr0,θ0(f, r, θ) vaut Pr0,θ0
(r0,θ,f)

Vθ0
(θ,f) =ρcHθ0

(
r
r0
, θ, r0fc

) où Hθ0(ξ, θ, ν)=−ι̇
∑+∞

n=0 µn(θ0)Pn(cos θ)hn(2πξν)
h′

n(2πν) ,
µn(θ0)=

(
Pn−1(cos θ0)−Pn−1(cos θ0)

)
/2, P−1(X)=1 et, pour n≥0, Pn et hn représentent respe
tivementle polyn�me de Legendre et la fon
tion de Hankel sphérique divergente d'ordre n. Sur S0, l'impédan
eadimensionnée est alors 
ara
térisée par Hθ0(ξ, θ, ν) ave
 ξ=1.
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Fig. 1.6 � Approximation du rayonnement d'un pavillon a© : impédan
e moyennée sur S0 (pointillés) etmodèle passe-haut du se
ond ordre Z5 (traits pleins) b©- 
©.Remarque 6 (fréquen
e réduite) Dans Hθ0 , nous avons introduit la fréquen
e réduite ν= f r0
c = k r0

2π ,qui est proportionnelle au rayon r0 de la sphère (et non pas au rayon a du tube 
omme dans Z1,2,3,4).Pour rendre 
e modèle 
ompatible ave
 le modèle 1D à isobares quasi-sphériques, sa dépendan
e en θdoit être supprimée. La moyenne sur S0 fournit l'approximationZθ0(ν)=− 2ι̇
1−cos θ0

∑+∞
n=0

(
µn(θ0)

)2

2n+1
hn(2πν)
h′

n(2πν) ,qui minimise l'erreur quadratique moyenne ES0 sur S0. Nous avons pu véri�er [A1, (24), �g. 3
℄ que l'erreur
ommise est négligeable en basse fréquen
e (ν≪1). Sa valeur maximale selon ν dé
roît ave
 θ0 de sorteque l'approximation Zθ0 est meilleure pour les angles larges que pour les angles étroits. De plus, Zθ0 peutêtre appro
hée par des modèles plus simples (notés (M1-3) dans [A1, � 4℄)) à paramètres optimaux pour
ES0 . Le modèle (M2) dé
rit 
i-dessous est tra
é en �gure 1.6 b©- 
©. Il fournit un bon 
ompromis entre
omplexité et pré
ision pour la plupart des pavillons de 
uivres.Résultat 4 (Impédan
e de rayonnement Z5) Pour les petits θ0, Zθ0 est pro
he de Z1 (piston �baf-�é�) qui 
omporte quelques ondulations 
ara
téristiques au-dessus de la fréquen
e de 
oupure. Pour lesangles plus grands que 55�, 
es ondulations disparaissent et Zθ0 est 
orre
tement appro
hée par le modèled'ordre 2 suivant (au sens où l'erreur introduite est négligeable devant 
elle due à la moyenne deHθ0 surS0)

Z5 : ν=
kr0
2π
7−→

ι̇α ν
νc
−

(
ν
νc

)2

1 + 2ι̇ξ ννc
−

(
ν
νc

)2 , à paramètres positifs pour 0≤θ0≤ π
2 (en radians), (1.11)

ξ(θ0) = 0.0207θ40−0.144θ30+0.221θ20+0.0799θ0+0.72, α(θ0) =
[
0.1113θ50− 0.6360θ40+1.162θ30−1.242θ20 +

1.083θ0+0.8788]−1, et νc(θ0) =
[
− 0.198θ50+0.2607θ40−0.424θ30−0.07946θ20 +4.704θ0+0.022]−1.Cette impédan
e a les propriétés suivantes (dont 
ertaines non énon
ées dans [A1℄).Propriété 5 Le modèle Z5 est physiquement pertinent au sens où : (i) il dé�nit un �système impédan
e�
ausal stable passif ; (ii) il a les bons 
omportements a
oustiques asymptotiques, limν→0+Z5(iν) = 0 et

limν→+∞Z5(iν)=1. De plus, sa fréquen
e de 
oupure (dé�nie pour |Z5|2 = 1
2) est :(iii) f rayc = c

r0
νc

[
[1 + β2]

1
2 − β

] 1
2 où β=1+α2−2ξ2.Preuve : (1.11) est dé�nie aussi (en remplaçant 2ι̇πν par s) dans le domaine de Lapla
e ℜe(s)> 0. Pour tous les angles θ0 ∈ [0, π2 ], ses p�les s= 2πνc(−ξ± ι̇

√
1− ξ2) ont une partie réelle positive, dontla stabilité se déduit. Le 
al
ul de ℜe(Z5) donne X2(2αξ−1+X2)

(1−X2)2+(2ξX)2 ave
 X = ν
νc

qui est négative pour tout
X si et seulement si 2αξ − 1 ≥ 0. Or, minθ0

(
2α(θ0)ξ(θ0) − 1

)
≥ 0.2, 
e qui prouve la passivité. (ii) estimmédiat. Finalement, on montre aisément que |Z5|2− 1

2 est nul si et seulement si X4+2βX2−1 = 0.L'unique ra
ine positive est X=
[
[1+β2]

1
2−β

] 1
2 de laquelle on déduit (iii). Ce
i 
on
lut la preuve.De plus, Z5 respe
te les prin
ipes de 
onservation de la masse et de l'énergie (
omme Z4) au sens où,numériquement (
f. [A1, � 4.4℄), limν→0[ℜe

(
Z5(iν)

)
]/(2πν)2 ≈ (1− cos θ0)/2.En 
on
lusion, le modèle d'impédan
e de rayonnement Z5 dé�nit une impédan
e passive physiquementsensée et aux 
omportements asymptotiques réalistes. Pour les 
onstantes physiques et les paramètres dutrombone mesuré (
f. p. xi et tab. 1.2), (iii) 
onduit à f rayc ≈848Hz.



1.1. MODÈLE ACOUSTIQUE MONO-DIMENSIONNEL 151.1.4 Ingrédient 4 : pertes vis
o-thermiquesKir
hho� fut le premier à introduire l'e�et de 
ondu
tion thermique, à étendre la théorie de Stokes età fournir des solutions simples dans l'espa
e libre et dans un tube. Il a aussi donné la formule de dispersiongénérale exa
te pour un 
ylindre lorsque le problème est à symétrie de révolution [107℄ (
f. [18, éq. (56)℄pour des versions non symétriques). Des modèles simpli�és ont aussi été proposés : dé
ouplage des 
ou
hesvisqueuses et thermiques (théorie de Zwikker et Kosten [29, p.210℄, 
f. [104, 105℄ pour les 
onditions devalidité), admittan
e équivalente de Cremer [33℄ d'un é
ran plan sur lequel se ré�é
hissent des ondes planespour un angle d'in
iden
e donné [33℄. Ce dernier modèle 
oïn
ide ave
 
elui de Kir
hho� pour un guide àse
tion re
tangulaire large (
ou
hes limites peu épaisses devant les longueurs du re
tangle). Des équationsde propagation fondées sur une approximation en ondes planes et 
ette admittan
e ont été développées :elles in
luent un terme impliquant une dérivée temporelle fra
tionnaire (
f. éq. de Lokshin [124, 125℄ et[170℄). Des solutions exa
tes de l'équation de Lokshin ont été données dans [139, 140℄.Le modèle que nous proposons i
i [A2, 
f. � IV, (82)℄ est une extension du résultat 1. Il fournit uneversion perturbée du modèle (1.4) en adaptant l'hypothèse 1 au 
as d'une paroi à admittan
e de Cremer.Résultat 5 (Modèle de Webster-Lokshin à abs
isse 
urviligne) Le modèle dissipatif qui régitl'état a
oustique hors des 
ou
hes limites est donné par
(
∂2
ℓ −Υ(ℓ)− 1

c2
∂2
t −

2ε(ℓ)

c
3
2

∂
3
2
t

)[
R(ℓ) p(ℓ, t)

]
= 0 et ρ ∂tv(ℓ, t) + ∂ℓp(ℓ, t) = 0, (1.12)ave
 Υ = R′′

R et où ε=ε⋆√1−(R′)2

R quanti�e les e�ets de pertes (ε⋆=
√
lv+(γ−1)

√
lt≈3.125×10−4m 1

2 , pourles 
onstantes physiques données page xi). Dans le terme des pertes, ∂ 3
2
t représente une dérivée temporelled'ordre fra
tionnaire (
f. e.g. [139℄). Une dé�nition pour les systèmes 
ausaux et une représentation bienposée de 
e type parti
ulier d'opérateur sont développées plus loin, en partie 2.1. Indiquons i
i que ∂ 3

2
treprésente l'opérateur 
ausal asso
ié dans le domaine de Lapla
e à la fon
tion de transfert analytiquedonnée par la détermination prin
ipale (
f. (2.3)-� 2.1) de s ∈ C

+
0 7→ s

3
2 .Nous appelons 
es équations �modèle de Webster (
as ε = 0)-Lokshin (
as R′ = 0)�.Remarque 7 (Approximation en ondes planes) Une version de type "ondes planes" a été établiedans [170℄ : dans (1.12), ℓ, R(ℓ) et ε(ℓ) sont rempla
és par z, R(z) et le 
oe�
ient de pertes ε(z)= ε⋆

R(z)qui ne dépend que du rayon du pro�l mais plus de sa pente.Propriété 6 (Matri
e de transfert de tronçons à paramètresΥ et ε 
onstants) Pour des tronçons(n=1, . . . , N) à Υn 
onstants sur lesquels ε est appro
hé par sa valeur moyenne3 εn

ε⋆ = 1
ℓn−ℓn−1

∫ ℓn
ℓn−1

√
1−R′(ℓ)2

R(ℓ) dℓ,on obtient la même matri
e de transfert que dans le résultat 2 en remplaçant (1.7) par
Γn(s)

2 =
(s
c

)2

+ 2εn

(s
c

) 3
2

+ Υn. (1.13)L'e�et des pertes est le suivant (
f. [139, �g. 6.7b℄, [140℄ pour les tubes droits et [A5, �g. 10℄ pour le 
as présent).Résultat 6 (E�et régularisant et de mémoire longue) Dans (1.12), le terme en dérivée fra
tion-naire régularise la réponse impulsionnelle des immittan
es et introduit un e�et de �mémoire longue� :(i) les impulsions de Dira
 deviennent des fon
tions régulières de 
lasse C∞,(ii) les fon
tions dé
roissent plus lentement que toute exponentielle dé
roissante (mémoire longue),(iii) les modes propres de tels systèmes dits �à amortissement fra
tionnaire� ne se réduisent pas à�ltres Q-résonants standard.Remarque 8 Dans (iii), la dynamique des modes n'est plus de type exponentiel mais de type Mittag-Le�er à dé
roissan
e lente [148℄. Leur réponse impulsionnelle se dé
ompose en une somme �nie (/dénom-brable) et une somme in�nie 
ontinue (intégrale sur des 
hemins) de systèmes d'ordre 1 [38, 140, A6, A5℄.Une étude plus détaillée de 
et e�et ainsi que le développement d'outils de représentation et d'ap-proximation spé
i�ques de 
e type d'opérateurs sont présentés en partie 2.1 de 
e do
ument.3D'après la remarque 7, on a εn
ε⋆ = 1

zn−zn−1

R zn

zn−1

1
R(z)

dz sous l'approximation �onde plane�.



16 CHAPITRE 1. ACOUSTIQUE DES TUBES À SECTION VARIABLE1.1.5 Validation sur un pavillon de trombone mesuréL'impédan
e d'entrée d'un pavillon de trombone (marque Courtois, modèle 155R dont la per
e aété relevée et est tra
ée en �gure 1.7 a©) a été mesurée par P. Eveno [58℄ à l'aide du dispositif présentédans [132℄. Le 
alibrage du dispositif a 
onduit à une estimation de température de T = 25.6�C et les
onstantes physiques ont été 
al
ulées en 
onséquen
e (
f. page xi). L'abs
isse 
urviligne 
al
ulée (ℓ0 = 0et ℓn = ℓn−1 +
√

(zn − zn−1)2 + (Rn −Rn−1)2 pour n ≥ 1) 
orrespond à (1.3) pour l'interpolation a�nepar mor
eaux du relevé de points original. En�n, des approximations C1-régulières ave
 5 tronçons à Υ
onstant ont été estimées par la méthode dé
rite dans [C31℄ dont les résultats sont donnés dans tab. 1.2(pour z et ℓ) et tra
és (pour ℓ) en �gure 1.7 b©. En�n, à la sortie du pavillon, la 
alotte sphérique pulsanteéquivalente a pour paramètres r0 = 0.1154m, θ0 = 72.4�de sorte que d'après la propriété 5, f rayc = 848Hzqui est inférieure à la fréquen
e f+ ≈ 923Hz donnée par le 
ritère de validité (1.5).a© Données (z et ℓ) b© Approximation (ℓ)
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ℓ (en m)Fig. 1.7 � Pro�l de la per
e du pavillon de trombone : a© pro�l mesuré (-) et pro�l tra
é en fon
tion del'abs
isse 
urviligne ℓ (- -) ; b© pro�l en ℓ et son approximation par 5 tronçons à Υ 
onstant estimé parla méthode [C31℄.En utilisant simultanément les 4 ingrédients proposés 
i-dessus (1. abs
isse ℓ, 2. 
inq tronçons à Υn
onstant ave
 ra

ord C1, 3. impédan
e de rayonnement Z5, 4. εn 6= 0), nous obtenons le modèle notéM⋆.Son impédan
e d'entrée normalisée Zin = 1
ρc

Pinput

Vinput
et le module de l'erreur |Rmeasurein − Rmodelin | de lafon
tion de ré�exion d'entrée Rin = Zin−1

Zin+1 sont tra
ées en �gure 1.8. Il est à noter qu'au
un paramètren'a été ajusté.
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abs
issez n zn (m) Rn (m) Υn (m−1) εn (m− 3

2 ) fc=
c
√

Υn

2π (Hz)0 0 0.0104 × × ×1 0.2000 0.0129 11.7 0.0279 188.62 0.3998 0.0208 8.7 0.0194 163.03 0.4792 0.0298 63.8 0.0129 440.54 0.5404 0.0611 298.7 0.0079 953.55 0.5680 0.1082 758.0 0.0040 1518.9
abs
isseℓ n ℓn (m) Rn (m) Υn (m−1) εn (m− 3

2 ) fc=
c
√

Υn

2π (Hz)0 0 0.0104 × × ×1 0.2000 0.0130 11.8 0.0279 189.82 0.4000 0.0207 7.9 0.0194 155.23 0.4800 0.0302 72.3 0.0128 469.14 0.5500 0.0613 191.3 0.0069 763.15 0.6065 0.1100 45.8 0.0019 373.5Tab. 1.2 � Des
ription du pavillon mesuré par des ra

ords à régularité C1 de 5 tronçons à Υ 
onstantpour z (en haut) et ℓ (en bas).En retirant un seul ingrédient, le résultat est dégradé 
omme le montre la �gure 1.9. Plus pré
isément,on observe sur la sous-�gure 1© que l'abs
isse 
urviligne ℓ a une in�uen
e majeure sur les fréquen
es,amplitudes et qualité des pi
s (max. et min.) de l'impédan
e. La sous-�gure 2© montre qu'à nombreidentique de tronçons, la suppression des ra

ords doux et de la 
ourbure dégrade aussi la qualité. Cettedégradation est moins sévère qu'en 1© mais le 
omportement �n au dessus de la fréquen
e de 
oupure estperdu. On sait par ailleurs d'après le résultat 3 que la régularité des réponses impulsionnelles est moinsbonne. En sous-�gure 3©, la perte du 
omportement �n en haute fréquen
e est aussi l'e�et prin
ipal desimpédan
es de rayonnement Z1,3,4. En�n, en sous-�gure 4©, l'absen
e de pertes vis
o-thermiques détériorel'amplitude et la qualité des pi
s mais peu leur fréquen
e.Le 
al
ul pré
is des fréquen
es des pi
s (max./min.), ou les valeurs voisines mais plus robustes desphases nulles (dé
roissantes/
roissantes), 
on�rment 
es résultats.1.1.6 Con
lusion partielle et perspe
tivesLes quatre ingrédients que nous avons proposés sont pertinents pour les tubes évasés à pro�ls doux. Unepremière perspe
tive serait d'insérer 
es résultats dans des outils d'aide à la lutherie (projet ANRPAFI,dirigé par J.Gilbert) et à l'optimisation de per
e (projet ANRCAGIMA, dirigé par P.Guillemain).Une autre perspe
tive vient de la remarque suivante. Il est peu évident que l'hypothèse de quasi-sphéri
ité (et don
 que l'abs
isse 
urviligne) soit bien adaptée au 
as de 
hambres 
onvexes (Υ<0), tout
omme les approximations en tronçons de 
�nes. En e�et, dans 
e 
as, les distan
es lo
ales entre isobares(ou sphères) sont plus 
ourtes que la longueur de la paroi. Pour 
onstruire un modèle 1D amélioré à partirde (1.2), l'hypothèse de quasi-sphéri
ité pourrait être relâ
hée. Il serait même intéressant de regarder sil'ensemble des équations ∂ku(1.2) ave
 k = 0, 1, 2, 
'est-à-dire,


α β γ
∂uα ∂uβ ∂uγ
∂2
uα ∂2

uβ ∂2
uγ




︸ ︷︷ ︸
M(s,u,t)



∂2
s p̃
∂sp̃
∂s∂tp̃




︸ ︷︷ ︸
X(s,t)

=
1

c2



∂2
t p̃
0
0




︸ ︷︷ ︸
Y (s,t)permettent ou non de 
onstruire un modèle 1D exa
t, en augmentant l'état par un faible nombre d'indi
a-teurs de la géométrie des isobares. En e�et, puisque [∂uM(s, u, t)]X(s, t) = 03×1, la question est de savoirsi l'invariant dé
rit par det(∂uM(s, u, t))=0 
ombiné ave
 une augmentation appropriée de l'état (parexemple, 
f. page 8, ∂ku∂2

s ln |∂ug| évalué en u=w) peut 
onduire à un système fermé bien posé. Cetteidée permettrait alors d'atteindre le but initialement visé, lorsque nous avons établi l'équation (1.2) :transformer un problème 2D en un problème 1D exa
t. Celle-
i n'a pas en
ore été investiguée.
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1.2. GUIDES D'ONDES NUMÉRIQUES (THÈSE DE RÉMI MIGNOT) 191.2 Guides d'ondes numériques (thèse de Rémi Mignot)Cette partie présente dans � 1.2.1-1.2.2 des résultats de thèse de Rémi Mignot [147℄ et, dans � 1.2.3,des pistes ouvertes lors des stages de M2R ATIAM de Thomas Hézard et Louis Délebe
que.Comme il l'a déjà été mentionné en � 1.1.2, les guides d'ondes numériques et leur version fa
torisée enstru
ture de Kelly-Lo
hbaum (
f. �gure 1.4) ont été largement utilisées pour la synthèse sonore en tempsréel. Cette solution repose sur des dé
ompositions en ondes aller/retour dé
ouplées, valables pour les 
asbien 
onnus des tubes 
onservatifs droits ou 
oniques.Dans 
ette partie, on présente un 
hangement d'état qui permet d'étendre 
ette dé
omposition au
as de pro�ls à Υ = R′′/R 
onstant. Ce résultat 
onduit aux jon
tions données en tab. 1.1 
© et restevalable en présen
e de pertes vis
o-thermiques pour les tronçons 
ara
térisés par la propriété 6. L'étudede la stabilité des systèmes obtenus exhibe deux 
atégories : 
elle stable des tubes (à 
hambres) 
on
aveset 
elle 
urieusement instable des tubes à 
hambre 
onvexe. Une étude des fon
tions de transfert detubes �nis et in�nis lèvent 
e faux paradoxe. Une appro
he énergétique et une analyse de passivité enfournissent une interprétation supplémentaire. Ce
i suggère une nouvelle forme de dé�nition d'ondes, àdé
ouplage global plut�t que lo
al. Cette dé�nition permet de rétablir la stabilité et fait apparaître unenouvelle 
atégorisation des pro�ls.1.2.1 Ondes progressives à dé
ouplage lo
al et stru
ture de Kelly-Lo
hbaumL'état a
oustique d'un 
hamp 1D est 
ara
térisé par deux quantités. Traditionnellement, 
e sont lesvariables de Kir
hho� qui sont utilisées pour le représenter : XK = [p, u]T ave
 la pression a
oustique pet le débit a
oustique u = Av. Pour le modèle de Webster-Lokshin à abs
isse 
urviligne (1.12) 
onsidéréi
i, 
et état est gouverné par le système4
∂tXK + c

[
0 Zc

Z−1
c 0

]

︸ ︷︷ ︸
MK(ℓ)

∂ℓXK = −2ε
√
c

[
1 0
0 0

]

︸ ︷︷ ︸
PK(ℓ)

∂
1
2
t XK ave
 Zc =

ρc

A
et A = πR2 (
f. rq. 1 a©). (1.14)La matri
e M est inversible à valeurs propres réelles ±c de sorte qu'en absen
e de pertes (PK nul), ildé�nit un système hyperbolique 
onservatif.Ondes progressives de type �ondes planes� et �ondes sphériques�A�n de mettre en oeuvre des simulations peu 
oûteuses et 
ompatibles ave
 le temps réel, on peutmettre à pro�t des 
hangements d'états qui apportent des propriétés remarquables telles que le dé
ou-plage et le transport (
ausal) des nouvelles quantités5. Pour les tubes sans pertes, droits ou 
oniques, lemodèle (1) est exa
t. Il prend la forme 
ommune (

∂2
ℓ − 1

c2 ∂
2
t

)[
R(ℓ)p(ℓ, t)

]
= 0, ave
 (
f. rq. 1 b©) ℓ=z et

R(ℓ) = R(0) (tubes droits, ondes planes) et ℓ=r et R(ℓ)=ℓ sin θ (tubes 
oniques, ondes sphériques). Lafa
torisation (
ommutative) en deux opérateurs de transport ∂2
ℓ − 1

c2 ∂
2
t = (∂ℓ + 1

c∂t)(∂ℓ − 1
c∂t) montreque les solutions sont la somme de deux ondes progressives R(ℓ)p(ℓ, t) = f+(t− ℓ/c) + f−(t+ ℓ/c).Dans le 
as des tubes droits, l'état homogène à la pression p± = f±/R(0) ou sa version normalisée

φ± = f± dé�nissent tous les deux des ondes aller/retour. Dans le 
as des tubes 
oniques, seule la versionnormalisée ψ± = f± a 
ette propriété. Les 
hangements d'états sont détaillés pour 
ha
un de 
es trois 
asdans la deuxième 
olonne du tableau 1.3 (voir aussi [C11℄) : ils se déduisent de l'é
riture de la pressionet de l'équation d'Euler.Qu'en est-il du dé
ouplage de 
es ondes en présen
e de pertes et pour des pro�ls R 
ourbes ?4L'équation d'Euler est donnée par la deuxième ligne du système et l'équation des ondes se déduit en appliquantl'opérateur [− 1
c2
∂t ,

Zc
c
∂ℓ] à gau
he.5Dans le 
as d'équations hyperboliques pour lesquelles 
es quantités sont 
onservées, on parle d'invariant de Rie-mann (
f. [174℄ pour le texte original). Les 
ourbes (ℓ, t) ∈ C sur lesquelles une quantité reste 
onstante sont appelées
ara
téristiques. Ce
i sera exploité pour le 
as d'un transport non linéaire en � 1.3.
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XK =

[
p
u

]
= I2 XK c

[
0 Zc

Z−1
c 0

]
02×2 −2ε

√
c

[
1 0
0 0

]

Xp =

[
p+

p−

]
= 1

2

[
1 Zc
1 −Zc

]
XK c

[
1 0
0 −1

]
c ζ

[
−1 1
−1 1

]
−ε√c

[
1 1
1 1

]

Xφ =

[
φ+

φ−

]
= R

2

[
1 Zc
1 −Zc

]
XK c

[
1 0
0 −1

]
cζ

[
0 1
−1 0

]
−ε√c

[
1 1
1 1

]

Xψ =

[
ψ+

ψ−

]
= R

2

[
1− ζ c∂−1

t Zc
1 + ζ c∂−1

t −Zc

]
XK c

[
1 0
0 −1

]
− c2Υ2

[
1 1
1 1

]
∂−1
t −ε√c

[
1 1
1 1

]Tab. 1.3 � Dé�nition des états XK , XP , Xφ et Xψ et expressions asso
iées du modèle de Webster-Lokshinsous la forme ∂tX +M∂ℓX = NX +P∂
1
2
t X pour un pro�l quel
onque R de régularité C1 (C2 pour Xψ).L'opérateur ∂−1

t représente l'intégrateur temporel (depuis t = 0 pour un �uide initialement au repos) eton rappelle que Zc = ρc/(πR2), ε = ε⋆
√

1−(R′)2

R , ζ = R′/R et Υ = R′′/R sont des fon
tions de ℓ.En appliquant 
es 
hangements d'état (lo
alement en ℓ) au modèle de Webster-Lokshin pour un pro�lrégulier, on obtient un système de la forme ∂tX +M∂ℓX = NX + P∂
1
2
t X où M , N et P sont donnésen tab. 1.3. Pour les 3 états Xp, Xφ et Xψ, les matri
es M et P sont identiques : l'opérateur ∂t +M∂ℓest diagonal et isole les deux transports ; l'opérateur de pertes P∂ 1

2
t 
ouple les ondes dès que ε > 0.En�n, dans le 
as sans pertes, on retrouve que le dé
ouplage des ondes est équivalent à ζ = 0 (tubedroit) pour Xp, Xφ, et à Υ = 0 (tube 
onique) pour Xψ. Ces 
hangements d'état dé�nissent don
 desondes progressives mais qui restent lo
alement 
ouplées par l'e�et des pertes et par les perturbationsgéométriques (relativement aux �pro�ls droits� pour Xp et Xφ et aux �pro�ls 
oniques� pour Xψ).Ondes lo
alement dé
ouplées pour les tronçons à Υ et ǫ 
onstantsPour exhiber des ondes lo
alement dé
ouplées pour le modèle de Webster-Lokshin, on peut 
her
her àreprendre la même démar
he : fa
toriser l'opérateur dans l'équation des ondes du modèle (1.12). Pour le
as d'un tronçon n à paramètres Υn et εn 
onstants (
f. propriété 6), 
et opérateur est ∂2

ℓ −Υn− 1
c2 ∂

2
t −

2εn

c
3
2
∂

3
2
t . Dans le domaine de Lapla
e6, il admet la fa
torisation 
ommutative
∂2
ℓ − Γn(s)

2 =
(
∂ℓ + Γn(s)

) (
∂ℓ − Γn(s)

)
,où Γ2

n est donnée par (1.13) et où Γn est la détermination prin
ipale de sa ra
ine 
arrée. Ainsi, lasolution Rp exprimée dans le domaine de Lapla
e s'é
rit en
ore 
omme la somme de deux 
ontributions
F+
n (s) e−Γ(s)ℓ + F−

n (s) e+Γ(s) ℓ. On note Xq = [q+, q−] l'état formé par 
es deux 
ontributions dans ledomaine temporel et XQ dans le domaine de Lapla
e. A partir du modèle (1.12), on trouve le 
hangementd'état suivant et le système qui le régit :
XQ(s, ℓ) =

R
2

[
1− ζ(ℓ)

Γn(s)
s/c

Γn(s)Zc

1 + ζ(ℓ)
Γn(s) − s/c

Γn(s)Zc

]
XK(s, ℓ), Γn

[
1 0
0 −1

]
XQ + ∂ℓXQ = 02×1. (1.15)Remarque 9 Ce résultat fournit bien une généralisation des 
as pré
édents. En e�et, pour Υn et εnnuls, on retrouve que Γn(s) vaut s/c (s ∈ C

+
0 ), 
e qui 
orrespond bien à l'opérateur 1

c∂t dans le domainetemporel. L'opérateur de propagation e−Γn(s)ℓ asso
ié à F+
n vaut alors e−s

ℓ
c qui exprime bien le retard

τ = ℓ/c dû au transport de l'onde dans le sens �aller�. La dé�nition de Xq 
oïn
ide ave
 
elle de Xψ pourles 
�nes et ave
 Xψ et Xφ pour les tubes droits.6Le domaine d'analyti
ité du système 
ausal asso
ié est étudié plus loin.



1.2. GUIDES D'ONDES NUMÉRIQUES (THÈSE DE RÉMI MIGNOT) 21Séparation des e�ets de dis
ontinuité et stru
ture de Kelly-Lo
hbaumLorsque l'on ra

orde n = 1, . . . , N tronçons7 à l'intérieur desquels l'état a
oustique est représentépar Xq, on obtient la stru
ture donnée en �gure 1.4 a© 
omposée de N paires de �propagateurs� Wn et de
N − 1 quadrip�les de jon
tion Cn=1,...,N−1. Dans le 
as des tubes 
onservatifs droits (Xq ≡ Xψ ≡ Xφ)et 
oniques à ra

ord 
ontinu (Xq ≡ Xψ), les 4 fon
tions de transferts de 
haque jon
tion ont une formeremarquable qui permet de 
onstruire l'ensemble à partir d'une seule fon
tion de ré�exion Kn et troissommes, 
omme indiqué en �gure 1.4 b©. Dans le 
as de tubes 
oniques à ra

ord dis
ontinu, 
ette forme se
omplexi�e et met en jeu 2 fon
tions de ré�exion distin
tes et 2 sommes (
f. e.g. [217, (2.73) et �g. 2.13℄).En 
hoisissant l'état Xq, des 
al
uls dire
ts montrent que 
e type de résultat se généralise au 
as detronçons à Υn (et ǫn) 
onstants, 
omme indiqué dans la propriété 3.Mais pour 
omprendre plus �nement l'e�et des ordres de dis
ontinuité aux ra

ords, il est intéressantde 
onsidérer une progression d'états qui les introduit de façon isolée. Ainsi, à l'interfa
e gau
he d'untronçon n (ℓ = ℓ+n−1), la progression XK → (Xp ou Xφ)→ Xψ → Xq part de l'état sur lequel on imposela 
ontinuité au ra

ord, puis introduit l'e�et (isolé) de dis
ontinuité de se
tion (via R), puis 
elui depente (via ζ), et en�n de 
ourbure Υn et de pertes εn (via Γn). Une autre progression, mieux adaptée auxguides d'ondes par
e qu'elle évite de re
ourir à l'état �non progressif� de Kir
hho�, a été proposée par R.Mignot. Celle-
i peut se réinterpréter 
omme suit : on introduit un tronçon référen
e �abstrait�, 
hoisi i
i
omme un tube droit sans pertes de rayon arbitraire R† (ζ† = 0, Υ† = 0 et ε† = 0) et on rempla
e l'état
XK par 
elui du tube référen
e X†

p, qui est lui aussi 
ontinu aux jon
tions. La progression
X†
p −→ (Xp →)Xφ −→ Xψ −→ Xq, à gau
he (ℓ = ℓ+n−1), (1.16)et sa version ré
iproque à droite (ℓ = ℓ−n ) séparent don
 les ordres de dis
ontinuité 
omme pré
édemment.Mais, une propriété supplémentaire est que, puisque X†

p est asso
ié à une géométrie, la stru
ture quien dé
oule met déjà en jeu des fon
tions de ré�exion (abstraites mais) interprétables. Cette stru
tureremarquable est représentée en �gure 1.10 (version réinterprétée de [147, �g. 2.11℄ et [A12, �g. 4-5℄ etadaptée aux notations et 
onventions du tableau 1.1). Sur 
ette �gure, les indi
es g (pour gau
he) et d
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Fig. 1.10 � Dé
omposition des e�ets a
oustiques dus aux di�érents ordres de dis
ontinuité de jon
tionspour un tronçon n (ℓ ∈]ℓn−1, ℓn[ à Υn et εn 
onstants : les fon
tions K a© isolent l'e�et de la dis
ontinuitéde se
tion (ordre 0) entre le tronçon et le tube référen
e, K b© 
elui de ζ = R′/R (ordre 1), K 
© de 
eluide la 
ourbure Υ = R′′/R (ordre 2) et des pertes.(pour droit) symbolisent des évaluations en ℓ = ℓ+n−1 et ℓ = ℓ−n , respe
tivement. Les fon
tions de ré�exionsde type a©- 
© sont données par les formules du tableau 1.1 en prenant les paramètres 
ara
téristiquesdu tube référen
e 
as
adé ave
 le tronçon n à gau
he, et du tronçon n 
as
adé ave
 le tube référen
e àdroite.A la jon
tion de deux tronçons n et n + 1, un ra

ord 
ontinu implique que [K

a©
d ]n = −[K

a©
g ]n+1 =

An−A⋆

An+A⋆ , et 
elui de régularité C1 que [K
b©
d ]n = αn

s−αn
et [K

b©
g ]n+1 = −αn

s+αn
ave
 αn = c

2
R′(ℓn)
R(ℓn) . La propriété 3devient alors une 
onséquen
e dire
te8 des identités remarquables obtenues pour la 
on
aténation de deuxjon
tions de Kelly-Lo
hbaum, résumées dans le tableau 1.4. En e�et, dans le 
as de tubes droits sanspertes, les fon
tions de ré�exion K b© et K 
© sont nulles et il ne reste que la 
as
ade des 
ellules [ a©d]n et7On rappelle que le ra

ord est exprimé par la 
ontinuité de l'état XK à 
haque jon
tion.8Nous n'avons pas trouvé 
e type d'expli
ation et interprétation dans la littérature, y 
ompris pour les tronçons de tubes
oniques.
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ements β
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1−βK1K2
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]
+β2K2

1−β1K1K2Tab. 1.4 � Cas
ade de 2 jon
tions de Kelly-Lo
hbaum et formes remarquables.
[ a©g]n+1 fusionnent (tab. 1.4 B©) pour 
onduire au résultat en tab. 1.1 a©. Dans le 
as des tubes 
oniquessans pertes à ra

ord 
ontinu, les fon
tions de ré�exion K 
© sont nulles, les 
ellules [ a©d]n et [ a©g]n+1 sesimpli�ent (tab. 1.4C©, β = −1) et il ne reste que les 
ellules [ b©d]n et [ b©g]n+1 qui fusionnent (tab. 1.4 B©).Dans le 
as d'un ra

ord C1 de tronçons à Υ et ǫ 
onstants, les 
ellules a© se simpli�ent en
ore, les
ellules b© se simpli�ent aussi (tab. 1.4C©, β = +1) et il ne reste que les 
ellules b© qui fusionnent(tab. 1.4 B©).On obtient ainsi des stru
tures 
al
ulables dont la réalisation repose sur 
elle (
f. � 1.1.2) : (1) desfon
tions de ré�exion (Kn(s)), et pour les propagateurs, (2) de lignes à retard (Dn(s)=e+ s

c
(ℓn−ℓn−1)), et(3) des fon
tions de dispersion asso
iées (Gn(s)=Wn(s)/Dn(s)).1.2.2 Analyse de stabilité, passivité et simulationsLa stabilité et la passivité d'un réseau de tubes droits 
onservatifs 
onne
té à une 
harge passive sontbien 
onnues. Elles reposent sur le fait que la valeur absolue des 
oe�
ients de ré�exions est inférieureà 1. Ce type de résultat est en
ore 
onnu en présen
e de pertes [139℄ et dans le 
as de tubes 
oniques [72,217, 48℄. Une étude approfondie de la stabilité qui reprend 
es résultats et les étend au 
as de ra

ords

C1 de tronçons à Υ et ǫ 
onstants a été menée dans [147, 
hap. 3℄. Elle repose sur l'étude de la passivitéd'un tronçon 
onne
té à une 
harge passive et s'étend à l'ensemble d'un réseau par ré
urren
e. Deux 
asse distinguent : 
elui passif stable des pro�ls non 
onvexes (Υn ≥ 0) et 
elui problématique des pro�ls à
hambre 
onvexe (Υn < 0 ou ra

ord 
onvexe de 
�nes).Cas des tubes à 
hambre non 
onvexe (Υ ≥ 0) et exemple d'un trombone virtuelDans 
e 
as, une analyse 
omplexe montre que [147, � 3.2-3.3℄ : (i) la fon
tion Γn est analytiquedans C
+
0 , (ii) les fon
tions de transfert de ré�exion K 
©

n et de dispersion Gn(s) = e−(Γn(s)−s/c)(ℓn−ℓn−1)sont analytiques de module stri
tement inférieur à 1 sur C
+
0 (et de module inférieur ou égal à 1 sur sonadhéren
e), (iii) la fon
tion de ré�exion Rψn−1(s) = Ψ−(ℓn−1, s)/Ψ

+(ℓn−1, s) pour un tronçon n 
hargé àdroite par une 
harge passive véri�e la même propriété. Ce
i permet de 
on
lure à la 
ausalité, la passivitéet la stabilité d'un réseau 
omplet.Des réalisations en stru
ture de Kelly-Lo
hbaum, simulables, peuvent ainsi être implantées et utilisées :elles sont 
onstruites à l'aide de lignes à retards (registres 
ir
ulaires) et de versions à temps dis
retd'approximations de dimension �nie des fon
tions de transfert de type K et G. Une méthode 
onduisantà des approximations de 
es fon
tions de transferts irrationnelles, �dèles sur la plage de fréquen
e audio,est développée en partie 2.1. En pratique, par sou
is d'e�
a
ité pour le temps réel, 
'est une réalisationminimale de la stru
ture qui est 
onstruite dans le domaine à temps dis
ret (
f. [A12℄).
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omplet (155R) a été re
onstruit en 
as
adant sept éléments(
f. �gure 1.11) : une embou
hure modélisée par un système de type masse-résistan
e-
omplian
e [66℄, 
inqtronçons de tubes à ra

ord C1 (1 droit et 4 évasés) et une impédan
e de rayonnement de type (1.11). La�gure 1.11 montre la réponse impulsionnelle de la fon
tion de ré�exion de l'instrument (entre p+
0 et p−0 )et de la fon
tion de transmission (entre p+

0 et pray), simulées dans le domaine temporel (
f. � 2.1.5 pourle s
héma numérique et [A12℄ pour plus de détails). Elle 
ompare également l'impédan
e mesurée sur letrombone réel à 
elle 
al
ulée à partir de la réponse impulsionnelle de la ré�exion.Contrairement à � 1.1.5, 
es résultats publiés dans [A15, �g. 16-18℄ ne sont pas destinés à validerquantitativement le modèle présenté en partie 1.1. En e�et, les dis
ontinuités de se
tion lo
alisées auxra

ords ave
 la 
oulisse ont été omises. De plus, plusieurs paramètres non mesurés au moment de lapubli
ation (longueur de tube, paramètres de l'embou
hure, température, et
) ont été réglés de façonheuristique physiquement a

eptable (
f. [A15, Anx. B℄ pour les paramètres). Ils montrent toutefois quela modélisation 
onduit à des résultats qualitativement intéressants. Une librairie en C/C++ qui permetde générer des 
odes de simulation de 
e type de stru
tures a été développée par R. Mignot pendant sathèse. Ces 
odes ont pu être exploités, en parti
ulier, sous Pure Data.PSfrag repla
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Fig. 1.11 � Exemple de simulation d'un trombone : impédan
e d'entrée Zin obtenue pour la simulationnumérique (- -) 
omparée à la mesure sur le trombone réel (-), réponses impulsionnelles simulées de lafon
tion de ré�exion d'entrée (embou
hure) et de la fon
tion de transmission.Cas problématiques des tubes à 
hambre 
onvexe et de leur simulation à stabilité garantieL'état Xq 
orrespond à des ondes dé
ouplées lo
alement à l'intérieur d'un tronçon, et don
, indé-pendamment des 
onditions aux frontières. De 
e fait, le propagateur Wn = e−Γn(s)ℓ 
orrespond à unepropagation in
luant les e�ets de pertes et de dispersion due à la géométrie sur une distan
e ℓ, qui estaussi valable dans un tube non borné. Dans le 
as Υ < 0, un tel tube n'a pas de sens physique puisque lepro�l est de la forme R(ℓ) = Rmax sin(
√

Υℓ− ℓ⋆) et alterne une in�nité de parties positives et négatives.Ce
i est bien illustré par le 
al
ul de la matri
e de transfert (1.6) d'un tronçon de longueur L �nie :lorsque ΥnL
2 < π/2, la longueur L est plus petite que 
elle d'une demi ar
he de sinusoïde et la matri
e
orrespond bien à un système stable. Pour une longueur L juste supérieure à L⋆ =

√
π/(2Υn), un p�leinstable apparaît et 
haque ajout d'une période spatiale δL =

√
2π/Υn amène un nouveau p�le instable.A la limite L → +∞, les p�les instables se densi�ent pour former �nalement une 
ourbe9. En fait, ilviennent épouser la 
oupure de Wn, qui est pré
isément la fon
tion limite de la fon
tion de transmission.Ce phénomène de densi�
ation a été étudié dans [A10, A16℄.9Dans 
e 
as, on ne parle plus de p�les mais de 
oupure. Ce
i sera justement le �moteur� de la méthode présentée enpartie 2.1.



24 CHAPITRE 1. ACOUSTIQUE DES TUBES À SECTION VARIABLECette interprétation vaut aussi pour le 
as plus étudié des ondes sphériques et de jon
tions 
onvexesde 
�nes. Dans [72℄, il est proposé de développer la fon
tion de ré�exion de la jon
tion en une séried'exponentielles divergentes. Dans [48, p.38℄, il est fait remarquer que les instabilités disparaissent dansles fon
tions de transfert globales. Dans [C17℄ (voir aussi [A16, � 2.3℄), nous avons pu montrer, ave
 unereprésentation d'état en systèmes di�érentiels à retard, que les parties divergentes appartiennent au sous-espa
e non observable du système [98℄. Ainsi, en extrayant une réalisation minimale du système, on résoutle problème intrinsèque : une formulation en système à retard stable est retrouvée ave
 une rédu
tiond'état.Pour le 
as plus 
ompliqué des tubes à Υ < 0, une solution spé
i�que en
ore fondée sur des outilsd'automatique et traitement du signal a pu aussi être proposée (
f. [A16, � 4℄). Si elle apporte bien unrésultat utilisable en pratique, elle laisse toutefois le problème partiellement ouvert au sens où elle n'a pasd'interprétation physique évidente et où elle dépend d'une in�nité de degrés de liberté qui ne privilégientau
un 
hoix.En�n, un se
ond problème restant est que, même dans le 
as Υ ≥ 0, les pro
édures d'approximations dedimension �nie des fon
tions de transfert garantissent bien la stabilité des sous-systèmes 
orrespondantsmais pas 
elle du réseau, dans le domaine à temps dis
ret. Là en
ore, si 
ette méthode est utilisable enpratique au 
as par 
as, elle laisse ouvert le problème de stabilité garantie pour le réseau simulé en tempsdis
ret. Il est don
 né
essaire de ré
upérer la propriété de passivité sur les systèmes à temps dis
ret.1.2.3 Appro
he énergétique de la passivité et 
onsidérations sur le dé
ou-plage globalCes deux problèmes ont motivé de nouvelles re
her
hes (stages de M2R ATIAM de T. Hézard et L.Delebe
que) qui ont 
onduit à de premiers résultats publiés dans [C38℄ et résumés 
i-dessous.PassivitéEn vue de se rappro
her de la théorie des Systèmes à Hamiltoniens à Ports [52℄ dont il est questiondans le programme de re
her
he (� 4), nous avons repris l'étude de la passivité du point de vue énergétique,d'abord dans le 
as 
onservatif (ε= 0). Cette appro
he permet aussi de traiter le 
as de systèmes nonlinéaires (
f. p. 55 et [C37℄).La passivité d'un système de dimension �nie est dé�nie 
omme suit [106, Déf. 6.3℄.Dé�nition 1 (Passivité) Un système dynamique d'entrée U , de sortie Y (ave
 dim U = dim Y ) etd'état Z est passif, s'il existe une fon
tion de sto
kage di�érentiable V telle que
d

dt
V(Z) ≤ Y T U, où V est semi-dé�nie positive, (1.17)
'est-à-dire, telle que V(Z)≥0 pour tout Z et V(0)=0. De plus, il est dit sans perte si d

dtV(Z)=Y T U .Pour un tube dé
rit sur Ω =]0, L[, le système est 
ara
térisé par l'état a
oustique de dimension in�nie
Z : t 7→ Z(t) =

(
ℓ ∈]0, L[7→ X(ℓ, t)

) et V devient une fon
tionnelle qui, i
i, 
onstruit l'énergie. Pour l'étatde Kir
hho�, l'énergie a
oustique est10
E(t) = V

(
XK(·, t)

)
=

1

2

∫ L

0

XK(ℓ, t)TW(ℓ)XK(ℓ, t) dℓ, ave
 W =WT = diag(
A

ρc2
,
ρ

A

)
. (1.18)Puisque la matri
eW est partout positive, V est dé�nie positive. En notant Q=W(ℓ)M(ℓ)=

[
0 1
1 0

]
=QTet d'après (1.14) ave
 ε = 0, on trouve le bilan de puissan
e

E′(t) = −
∫ L

0

XK(ℓ, t)TQ∂ℓXK(ℓ, t) dx = −
[1

2
XK(ℓ, t)TQXK(ℓ, t)

]x=L
x=0

= Y (t)T U(t). (1.19)10Cette dé�nition fournit exa
tement l'énergie a
oustique pour les tubes droits. Cela est en
ore le 
as pour l'équation despavillons sous l'hypothèse d'ondes planes (abs
isse z). Mais pour l'abs
isse 
urviligne ℓ et un pro�l non droit, à 
ause dela dé�nition de u (
f. remarque 1), elle dé�nit seulement une quantité homogène à l'énergie. Par exemple, pour les tubes
oniques, l'énergie 
orrespond à As
Ap

E où As et Ap sont 
eux dé�nis en (1.10). Il reste qu'à pro�l donné √
E dé�nit unenorme L2 équivalente à 
elle produite par l'énergie a
oustique et V est bien exploitable pour l'étude de la passivité.
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, par exemple, U(t) = [u(0, t),−u(L, t)]T (débits entrants) et Y (t) = [p(0, t), p(L, t)]T (pressions auxfrontières). On retrouve bien un système passif sans perte.Le bilan (1.19) traduit la physique : la variation d'énergie dans un tube 
onservatif 
orrespond à lasomme des puissan
e entrantes. Le fait que V soit dé�nie positive implique quant à lui que si E = V(Z)est bornée, alors XK l'est également : V agit mathématiquement 
omme (le 
arré d') une norme type
L2 (i
i, espa
e des fon
tions d'énergies �nies sur Ω pour la pondération W ). Ainsi, la passivité permetd'assurer que l'état ne diverge pas si l'alimentation U est 
oupée (stabilité de Lyapunov, 
f. e.g. [106℄).Quel que soit le 
hangement d'état sur X , le bilan de puissan
e traduira toujours la même physiqueet restera identique si l'on 
onserve les mêmes entrées et sorties. En revan
he, le 
ara
tère semi-dé�nipositif de V n'a au
une raison d'être assuré, de sorte que la stabilité peut être perdue pour un autre état.En utilisant 
ette appro
he 
lassique de l'automatique, on peut don
 analyser la passivité (et lastabilité) pour les états Xp, Xφ et Xψ sans di�
ulté11. Le 
al
ul de l'énergie pour les deux premiersétats 
onduit à deux fon
tionnelles dé�nies positives simples : (i) Vp dé�nie ave
 Wp = A

ρc2 I2, (ii) Vφdé�nie ave
 Wφ = 1
ρc2 I2. Ces états sont don
 garantis passifs et stables. Ce
i 
ombiné à la stru
ture deKelly-Lo
haum dans le 
as des tubes droits 
on
aténés est à l'origine du su

ès ren
ontré par 
es étatsde type �onde planes�.Le 
al
ul de l'énergie pour l'état Xψ 
onduit à, en omettant les variables ℓ et t par sou
is de 
on
ision,

E =
π

ρc2

∫ L

0

[
ψ+2

+ ψ−2
+
c2Υ

2

(
∂−1
t (ψ+ + ψ−)

)2
]

dℓ− c2

2ρ

[
ζ

(
∂−1
t (ψ+ + ψ−)

)2
]ℓ=L
ℓ=0

. (1.20)Nous n'avons pas ren
ontré 
ette expression dans la littérature mais seulement des versions simpli�ées
orrespondant au 
as d'une onde isolée (ψ− = 0 ou ψ+ = 0) dans un 
�ne (Υ = 0). Or, 
ette expression
omplète montre que, même pour un 
�ne : (i) l'énergie n'est pas une fon
tionnelle de Xψ seul mais de
Xψ et ∂−1

t (ψ+ + ψ−) ; (ii) la fon
tionnelle de l'état 
omplété 
ontient des termes de volume (intégraux)mais aussi de frontières ; (iii) elle n'est pas dé�nie positive si Υ a une partie négative ou ζ(0) < 0 ou
ζ(L) > 0. Elle l'est (et 
es 
ompli
ations disparaissent) dans le 
as des tubes droits (Υ = 0 et ζ = 0).On retrouve i
i le problème des tubes à 
hambre 
onvexe pour Υ < 0. Pour un ra

ord 
ontinu en 0de deux tronçons dé�nis sur ]− LA, 0[ et ]0, LB[, l'expression de l'énergie totale donnée par12

EA(t) + EB(t) = E{A+B}(t) +
c2

2ρ

[
− ζ(0−) + ζ(0+)

] [
∂−1
t (ψ+(0, t) + ψ−(0, t))

]2
onduit aussi à une nouvelle interprétation de l'instabilité introduite par une jon
tion lorsque ζ(0+) <
ζ(0−) (i.e. R′(0+) < R′(0−)) : la positivité de V est perdue 
ar le terme de la jon
tion est négatif. Cette
ondition donnée par l'énergie 
oïn
ide ave
 
elle donnée par l'analyse du p�le de K b© (tab. 1.1).La poursuite de 
ette étude pour l'état Xq et en présen
e de pertes devrait re
onduire aux résultatsexposés en � 1.2.2. Cette formulation et la re
her
he d'approximations dis
rètes satisfaisant les mêmesbilans énergétiques seront explorées dans mon programme de re
her
he et des travaux de thèse quej'en
adrerai (
f. � 4).Dé
ouplage globalPour rejeter le problème d'instabilité dont une des sour
es provient de la négativité du rayon R au-delà du tronçon. Une première étape 
onsiste à dé�nir un modèle de R ave
 le domaine paramétriquequi isole sa 
lasse positive. La se
onde étape 
onsiste à re
her
her des ondes dé
ouplées, physiquementsensées, qui 
onduisent à des propagateurs stables pour 
ette 
lasse.Modèle paramétrique des pro�ls à Υ 
onstant et 
lasse des pro�ls positifs. Considérons untronçon à Υ 
onstant dé�ni sur ℓ ∈]0, L[. Puisque R′′(ℓ) −ΥR(ℓ) = 0, il est de la forme A cosh(

√
Υℓ) +11L'étude pour Xq est plus déli
ate à 
ause des opérateurs pseudo-di�érentiels en Γ. Elle n'est pas présentée i
i.12E{A+B} = π

ρc2

R LB
−LA

»

ψ+2
+ ψ−2

+
c2{Υ}

2

“

∂−1
t (ψ+ + ψ−)

”2
–

dℓ − c2

2ρ

»

ζ
“

∂−1
t (ψ+ + ψ−)

”2
–ℓ=LB

ℓ=−LA

représentel'énergie 
al
ulée pour la partie �fon
tionnelle� de Υ et non la distribution [187℄.
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B sinh(

√
Υℓ) si Υ > 0, A+ Bℓ si Υ = 0 et A cos(

√
−Υℓ) +B sin(

√
−Υℓ) si Υ < 0. Ces trois expressionspeuvent être uni�ées sous la forme

R(ℓ) = R(0)SL2Υ

(
1− ℓ

L

)
+R(L)SL2Υ

( ℓ
L

) où Sν(ξ) =
sinh(

√
νξ)

sinh
√
ν

si ν 6= 0, et Sν(ξ) = ξ sinon.Pour 
ette famille de fon
tions paramétrées par ν, la régularité est C∞ et la positivité est satisfaite sur
(ν, ξ) ∈] − π2,+∞[×[0, 1]. Cette propriété a été exploitée dans l'algorithme d'estimation des paramètresd'un pro�l géométrique, et en parti
ulier, la régularité en ν (
f. stage ENSEA de T. Hézard et [C31℄).Ainsi, le pro�l R de paramètre R(0), R(L), Υ dé�ni sur ]0, L[ est positif , si et seulement si

L2Υ > −π2 et R(0),R(L) sont positifs. (1.21)Pour 
ette 
lasse de pro�ls, une se
onde paramétrisation qui fait apparaître plus simplement l'invarian
epar symétrie {ℓ 7→ L− ℓ , R(0)↔ R(L)}. On rempla
e R(0), R(L) par les paramètres d'asymétrie θ etde moyenne géométrique ρ dé�nis par
θ = ln

R(L)

R(0)
et ρ =

√
R(0)R(L), de sorte que R(0) = ρe−θ/2 et R(L) = ρe+θ/2.L'invarian
e par symétrie 
orrespond alors à {ℓ 7→ L− ℓ , θ ↔ −θ}. La 
atégorisation des pro�ls positifs,indépendamment du sens de l'orientation, peut don
 s'e�e
tuer en fon
tion de θ2 et L2Υ (ρ n'étant qu'unfa
teur de dilatation du rayon). Cette étude fait apparaître les six 
atégories résumées en tableau 1.5et la �gure asso
iée. Il s'agit de pro�ls qui sont une portion sur [0, L] de versions proportionnelles ettranslatées en ℓ de : (1) 
osinus hyperboliques, (2) exponentielles, (3) sinus hyperboliques, (4) 
�nes,(5) tubes droits, (6) sinus (/
osinus). Les pro�ls de type exponentiel forment la frontière (
'est-à-dire

L2Υ −π2 0 +∞
θ2 < L2Υ × × type

cosh
θ2 = L2Υ × tubes typedroits exp
θ2 > L2Υ pro�ls tubes type
onvexes 
oniques sinh

PSfrag repla
ementspro�lssymétriquestubesdroits
pro�lsexponentielspro�ls
oniquestype sinh

type cosh

L2Υ

θ2

−π2

pro�ls 
onvexes type sinTab. 1.5 � Catégorisation des types de pro�ls en fon
tion de θ2 et L2Υ : tableau et �gure asso
iée.qu'ils sont des versions dégénérées) des types cosh et sinh. Le type 
onique forme la frontière entre lestypes sinh et sin. Les tubes droits sont une version dégénérée de tous les types à la fois.Ondes globalement dé
ouplées. Puisque pour Υ < 0, le dé
ouplage lo
al présenté en � 1.2.1 
onduità des propagateurs pour des tubes à géométrie non sensée, l'idée est d'exploiter la �nitude du tronçonsous les 
onditions de positivité du rayon (1.21) et de re
her
her un dé
ouplage a
oustique global pour letronçon. Il s'agit don
 d'exprimer des relations entre les états aux frontières sans y imposer de 
onditionsaux frontières spé
i�ques.
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e
i 
orrespond à diagonaliser la matri
e de transfert du tronçon T0,L dé�niedans le résultat 2 (ave
 la dé�nition (1.13) en présen
e de pertes). On trouve que les valeurs propres de
ette matri
e sont les ra
ines (
λ(s), λ(s)−1

) du polyn�me 
ara
téristique
P (λ) = λ2−2 b′ λ+1 ave
 b′=φ1

(
(LΓ)2

)
+F (θ, L2Υ)φ2

(
(LΓ)2

)
, F (θ, L2Υ)=

φ1(θ
2)− φ1(L

2Υ)

φ2(L2Υ)
, (1.22)et φ1(z) = cosh

√
z et φ2(z) = sinh

√
z√

z
. Une analyse 
omplexe de la solution λ = b′

(
1−

√
b′2−1
b′2

) en lavariable de Lapla
e s révèle que, pour la 
lasse des pro�ls positifs, λ n'a au
une singularité et est demodule inférieur à 1 dans C
+
0 . Il 
orrespond à un opérateur 
ausal stable à retard qui peut se dé
omposeren λ(s) = e−sL/cGλ(s). Ainsi, λ joue un r�le très similaire au propagateur W (s) = e−Γ(s)L tout enré
upérant les propriétés de 
ausalité, passivité, stabilité pour la 
lasse 
omplète des pro�ls à rayonpositif sur ]0, L[.Il est remarquable que 
e propagateur ne dépend pas du signe de θ, 
'est-à-dire du sens de la dissymétriedu tronçon, tout 
omme W . Il en fournit d'ailleurs une extension au sens où λ = W pour les pro�ls detype exponentiel et leurs versions dégénérées en tubes droits (
es 
as 
orrespondent à 
eux qui annulentla fon
tion F puisque θ2 = L2Υ). En revan
he 
ette 
oïn
iden
e entre dé
ouplage lo
al et dé
ouplageglobal est perdue dans tous les autres 
as, y 
ompris 
elui des 
�nes (non dégénérés en tubes droits).Une série de représentations des fon
tions de transfert λ (module et phase) est fournie en �gure 1.12en fon
tion de L2Υ, pour des tubes symétriques (θ=0) sans pertes (ε=0). A la référen
e L2Υ= θ2 =0
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Fig. 1.12 � Fon
tions de transfert ω 7→ λ(ι̇ω) en fon
tion de ω et L2Υ, pour les pro�ls symétriques(θ = 0). A gau
he : module (vert :1, bleu fon
é :0). A droite : phase (palette de 
ouleur 
ir
ulaire modulo
2π). La ligne rouge marque la référen
e L2Υ = θ2 pour laquelle λ et W 
oïn
ident.(tubes droits), λ(s) = e−sL/c dé�ni un retard idéal. Sur la �gure, on retrouve un module 
onstant 1 etun déroulement régulier de la phase. Lorsque L2Υ s'éloigne de 0, le propagateur λ retient de l'énergiesur un ensemble de fréquen
es (partie en bleu fon
é pour le module) et n'ampli�e au
une région. Cetteobservation s'applique pour les géométries 
on
aves et 
onvexes.1.2.4 Perspe
tivesLa dé�nition et l'étude approfondie d'ondes 
onstruites à partir d'un 
hangement d'état diagonalisant,la génération de stru
tures de Kelly-Lo
hbaum asso
iées et l'approximation à temps dis
ret à passivitégarantie seront 
onduites dans mon programme de re
her
he. Elle 
onstituent les dernières étapes pouraboutir à un outil de simulation e�
a
e et robuste du modèle a
oustique proposé en partie 1.1.



28 CHAPITRE 1. ACOUSTIQUE DES TUBES À SECTION VARIABLE1.3 Ondes de 
ho
s : simulation temps réel de solutions entro-piques pour un modèle simple de transport non linéaire amortiCe travail a été mené en 
ollaboration ave
 C. Vergez (CR, CNRS). Il résume les travaux présentésdans [C32℄.Comme en témoigne [134, 82℄, il existe une vaste littérature sur les modèles de propagation non linéairedans les guides a
oustiques. Cette non-linéarité est responsable de la distorsion (pouvant aller jusqu'à laformation d'une onde de 
ho
) qui rend les sons des 
uivres brillants aux nuan
es fortissimo : on parle du�
uivrage� du son. Ce phénomène apparaît en parti
ulier à l'intérieur du tube droit de trombone, danslequel le niveau a
oustique peut atteindre typiquement 160 dB
SPL

aux nuan
es fortissimo [90℄.On 
onsidère le modèle de transport d'une onde de pression, non linéaire, ave
 un amortissementindépendant de la fréquen
e, dé
rit par, tout t ≥ 0, x ≥ 0,

∂xp(x, t) +
1

c
(
x, p(x, t)

)∂tp(x, t) + α(x) p(x, t) = 0, ex
ité par p(x=0, t) = p0(t), (1.23)où l'on 
onsidère un milieu initialement au repos et des 
as de �gure à 
élérité positive, 
'est-à-dire,
∃c⋆ > 0

∣∣ c
(
x, p(x, t)

)
≥ c⋆.1.3.1 Solution forte (régularité C1) avant la formation de 
ho
Le 
hangement de variable p(x, t)=a(x)q(x, t) ave
 a(x)=e−

R

x

0
α(ξ) dξ permet de se ramener à une ver-sion 
onservative (α=0) de (1.23) en q et d'appliquer la méthode des 
ara
téristiques. Ainsi, on introduit

T (x, t) = t+

∫ x

0

[
c
(
ξ , a(ξ) p0(ξ)

)]−1

dξ, qui dépend de de l'e�et d'amortissement introduit via a.A x �xé, si ∂tT > 0, il y a bije
tion θx : t 7→ T (x, t) entre le temps t auquel un signal p0(t) se trouvaiten x = 0 et le temps T (x, t) auquel il arrive en x : q(x, θx(t)) = p0(t). Pour 
e 
as [C32, Thm. 2℄, nousobtenons la solution forte (de régularité C1) de l'onde amortie, donnée par
p(x, t) = a(x) p0

(
θ−1
x (t)

) ave
 a(x) = e−
R

x

0
α(ξ) dξ et θx : t 7→ T (x, t).L'appli
ation de 
e résultat au 
as (version adimensionnée) α(x) = α et c(x, p) = 1/(1 − p) 
onduitaux résultats donnés en �gure 1.13 a© pour lesquels T (x, t) = t+ x− Eα(x)p0(t) ave
 Eα(x) = 1−e−αx

α .
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a© Solutions fortes (avant le 
ho
) b© Solutions entropiques faibles (après le 
ho
)Fig. 1.13 � Solutions fortes 
al
ulées en xn = n
N x

⋆ a© et faibles 
al
ulées en xn = nx⋆ b© ave
 n= 0(bleu), 1≤n≤N−1 (noir) et n=N=7 (rouge), où x⋆ ≈ 0.1414 est la distan
e 
ritique de formation du
ho
. En haut : la quantité 
onservée q(x, t). En bas : l'onde amortie p(x, t) = a(x)q(x, t).



1.3. ONDES DE CHOCS : SIMULATION TEMPS RÉEL DE SOLUTIONS ENTROPIQUES POURUN MODÈLE SIMPLE DE TRANSPORT NON LINÉAIRE AMORTI 291.3.2 Solution faible et méthode de Hayes généraliséeDans le 
as où la positivité de ∂tT n'est pas assurée, la solution n'est plus unique (la bije
tion estperdue) et devient faible. Il y a formation d'une dis
ontinuité (
ho
) qui garde un sens bien posé [74℄ ausens des distributions [187℄ : le saut satisfait la 
ondition dite de Rankine-Hugoniot, et une seule solutionsatisfait le prin
ipe entropique. La limite de formation du 
ho
 
orrespond à 0= ∂tT =1 + Eα(x)p′0. Ladistan
e 
ritique x⋆ dépend don
 de la dérivée temporelle de l'ex
itation p′0.Pour e�e
tuer la séle
tion entropique, Hayes [86℄ a introduit une méthode astu
ieuse pour le 
as α = 0,
T (x, t) = t+x−p0(t), ré
emment reprise et reformulée par F. Coulouvrat [32℄. Cette méthode est fondéesur une fon
tionnelle qui 
onstruit une quantité φ(x, t) que Hayes nomme potentiel. Les propriétés exploi-tées sont que (
f. �gure 1.14) : (i) φ(x, t) est simple à 
al
uler ; (ii) sur le tra
é de la 
ourbe paramétrée
t 7→

(
T (x, t), φ(x, t)

), la solution entropique 
orrespond à la valeur maximale du potentiel ; (iii) la fon
tion
θ 7→ Φ+

x (θ) = maxt t.q.T (x,t)=θ φ(x, t) est 
ontinue. Les propriétés de maximalité et 
ontinuité permettentde 
onstruire un algorithme simple, 
ompatible ave
 le temps réel dans lequel on 
al
ule le potentiel à lavolée, on le 
ompare au potentiel maximal (seule quantité sto
kée et mise à jour).Pour adapter 
ette méthode au modèle amorti, nous avons dû introduire une dé�nition plus généralede φ, 
onstruite formellement à partir de T , et donnée par
φ(x, t) =

∫ t

−∞

T0(x, τ) − T (x, τ)

x
∂τT (x, τ) dτ où T0(x, t) = T (x, t)

∣∣
p0=0

.Nous avons prouvé la 
ontinuité de Φ+
x 
onstruit pour 
ette dé�nition de φ [C32, Déf. 2, Prop. 2, Thm. 3℄.A
tuellement, le lien ave
 le 
ritère entropique n'est établi que pour l'appli
ation 
i-dessus (α(x) = α et

c(x, p) = 1/(1−p)). Ce
i a déjà permis de 
onstruire des simulations qui étendent les algorithmes proposésdans [153, 212℄ à un 
adre : : (i) in
luant un amortissement et (ii) non limité aux 
ho
s symétriques.
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a© Solution à la limite du 
ho
 b© Séle
tion entropique au-delà du 
ho
Fig. 1.14 � Illustration de l'algorithme de simulation ave
 séle
tion entropique à la distan
e 
ritique deformation du 
ho
 a© et au-delà de la distan
e 
ritique (les points tels que ∂tT < 0 sont marqués enrouge) b© . En haut à gau
he : signal d'entrée p0(t). En haut à droite : φ. En bas à gau
he : dérivéetemporelle p′0 et seuil de formation de 
ho
 (ligne rouge verti
ale). En bas à droite : 
orrespondan
e entre
t et T (le guide pointillé 
orrespond à t=T ). Séle
tionner la solution entropique (
f. �gure 1.13 b©) revientà séle
tionner la 
ourbe 
ontinue dé�nie par Φ+

x , formée par les valeurs maximales sur les �gures en hautà droite.Ce pro
édé a l'intérêt d'être 
ompatible ave
 le temps réel et de fournir des solutions entropiquesexa
tes y 
ompris dans le 
as de la formation d'ondes de 
ho
s (simples ou multiples), 
f. �gure 1.13 b©.Néanmoins, si le modèle simple d'amortissement 
onsidéré i
i permet d'utiliser la méthode des 
ara
té-ristiques, il limite aussi le réalisme sonore : les dis
ontinuités engendrées par les 
ho
s 
onduisent à desspe
tres �sur-enri
his�. Dans � 2.2.4, un modèle plus réaliste de pertes vis
o-thermiques est 
onsidéré. Laméthode des 
ara
téristiques ne s'applique alors plus de façon immédiate mais une résolution en série deVolterra est proposée. Elle 
onduit aussi à un résultat 
ompatible ave
 le temps réel.



30 CHAPITRE 1. ACOUSTIQUE DES TUBES À SECTION VARIABLE1.3.3 Perspe
tivesUne alternative pourrait 
onsister à 
onsidérer un modèle de pertes à la fois su�samment réaliste, et
ompatible ave
 la méthode des 
ara
téristiques via un 
hangement de variables. Cela est par exemplele 
as pour l'équation de Burgers, ave
 la transformation de Hopf-Cole. Une se
onde alternative seraitd'utiliser des méthodes mixtes �méthode des 
ara
téristiques/séries de Volterra�.
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Chapitre 2Systèmes dynamiques entrée-sortieDe nombreux outils sont disponibles pour traiter les systèmes dynamiques linéaires 
ontr�lés. Desrésultats d'analyse fon
tionnelle [226℄ et de théorie des semi-groupes donnent des 
adres bien posés pourde larges 
lasses de problèmes de dimension �nie et in�nie (voir e.g. [36℄ pour les systèmes stationnaires et[165, 
hap. 5℄ pour les systèmes évolutifs). Des outils algébriques et de représentations [98℄ ont égalementété développés pour traiter les problèmes de 
ommandabilité, observabilité, réalisation, bou
lage. En�n,beau
oup d'appli
ations de physique, traitement du signal et automatique ont pu être traitées expli
ite-ment grâ
e au développement de la théorie des distributions [187℄ et des opérateurs à noyaux (
f. e.g. [111℄)pour lesquels la fon
tionnelle linéaire L qui fournit la traje
toire y en fon
tion de l'entrée u, 
'est-à-dire
y = L[u], s'é
rit formellement1
y(a)=

∫

A

k(a, α)u(α) dα, où k(a, α)=k(a−α, 0)=k(0, α−a) pour un problème invariant par translation. (2.1)Ce formalisme permet de traiter des problèmes d'évolution (a= t) et, par exemple, des problèmes spatio-temporels (a = (x, t)) où k est alors une fon
tion de Green. Un résultat standard pour un systèmestationnaire (a= t et invarian
e par translation), 
ausal, initialement au repos, de représentation d'état
∂tx = Ax +Bu, y = Cx+Du, pour t ∈ R+, ave
 x(0) = 0, (2.2)est que la relation entrée-sortie se ramène au 
as 
lassique d'une 
onvolution par la réponse impulsionnelle

h(t)= k(t, 0) = CeAtB 1R+(t) +D δ(t), et qu'il peut être 
ara
térisé par la matri
e de transfert H(s) =
C(s I − A)−1B + D dans un demi-plan droit de Lapla
e. Cette 
lasse de systèmes 
ouvre une partimportante des appli
ations d'ingéniérie. Ainsi, les outils adaptés (�ltrage, fon
tions de transfert dans lesdomaines de Fourier ou Lapla
e, leur analyse, s
héma de dis
rétisation, et
) sont 
ouramment employésdans les appli
ations audio (
f. [116, 229, 230℄) mais aussi la simulation de résonateurs physiques [10,207, 26℄.Toutefois, la validité de la modélisation physique en systèmes linéaires est souvent limitée à un pointd'équilibre et son voisinage. Si l'on s'en éloigne, des distorsions peuvent à apparaître : on parle alors denon-linéarité faible. C'est 
e qu'il se produit en audio lorsque le timbre du son évolue de façon progressiveave
 l'amplitude de l'ex
itation. Dans 
e 
as où l'entrée agit 
omme une perturbation régulière de la linéa-rité du système, l'appli
ation de méthodes à perturbations (
f. e.g. [154℄) montre qu'il est en
ore possiblede traiter le problème ave
 des (développements en série d') opérateurs à noyaux : les séries de Volterra ensont un exemple [215℄. Dans le 
as de non-linéarités fortes, l'amplitude de l'ex
itation peut provoquer des
hangements brusques sur la dynamique : hystérésis, auto-os
illation, 
haos, 
hangement de périodi
itéet de régimes (on parle de bifur
ation), et
. Tous 
es 
as se retrouvent dans les instruments de mu-sique. L'auto-os
illation est pré
isément 
e qui 
ara
térise les instruments auto-entretenus (vents, 
ordes,barres ou plaques frottées, mais aussi la voix, ou 
ertains instruments éle
troniques). L'étude de leursbifur
ations, qui 
orrespondent souvent à des 
hangements de notes, est un 
hamp de re
her
he déjà biendéveloppé (
f. e.g. [30, 102℄). Des régimes 
haotiques peuvent être retrouvés 
hez les vents (notes instables1Un problème est dit invariant par translation Tb : x 7→

`

a 7→ x(a− b)
´, si pour tout b, L[Tbu] = TbL[u].



32 CHAPITRE 2. SYSTÈMES DYNAMIQUES ENTRÉE-SORTIEou 
ertaines multiphoniques par exemple, 
f. [210℄). Mais les instruments-phares de 
e type de régimessont les plaques et 
oques fortement ex
itées (
rash de 
ymbales, gong, tam-tam) qui solli
itent à eux-seulsd'abondants travaux de re
her
he et l'utilisation d'outils tels que les modes non linéaires (
f. e.g. [206℄et l'ensemble des travaux de 
es auteurs). La 
omplexité et la ri
hesse des régimes des instruments auto-entretenus rendent leur pilotage important et déli
at. Dans un but d'analyse/synthèse sonore, il devientdon
 important de joindre à leur étude 
elle des problèmes inverses asso
iés : 
artographie des régimes,observation d'état et inversion entrée/sortie pour obtenir un son 
ible.Dans 
e 
hapitre, nous présentons d'abord des résultats sur les systèmes à noyaux. La se
tion 2.1porte sur une 
lasse de systèmes linéaires dits à mémoire longue (
f. p. 15), qui ne 
orrespondent pasà des opérateurs 
ompa
ts. Ces systèmes in
luent des systèmes à dérivation fra
tionnaire et à fon
tionde transfert irrationnelle (telle que K 
©
n ou Wn dans � 1.1-1.2). Leur noyau de 
onvolution peut êtrereprésenté par une agrégation 
ontinue d'exponentielles 
ausales amorties, os
illantes ou non, pour une
ondition bien posée. La se
tion 2.2 porte sur les séries de Volterra pour réprésenter les dynamiques desystèmes faiblement non linéaires, ave
 une méthode de 
al
ul des noyaux qui permet de traiter le 
asd'équations aux dérivées partielles. Nous présentons aussi des résultats de bornes garanties 
al
ulables de
onvergen
e et d'erreur de tron
ature de 
es séries pour plusieurs 
lasses de systèmes. La dernière se
tion(� 2.3) s'intéresse à un système à non-linéarité forte. Nous présentons de premiers résultats sur l'inversionentrée-sortie et l'observation d'état pour un instrument à vent simpli�é in
luant l'ex
itateur, qui peutêtre mis sous la forme d'un système non linéaire di�érentiel à retard de type dit �neutre�.2.1 Représentations di�usives et intégrales de systèmes fra
tion-naires et à fon
tion de transfert irrationnelleLes travaux et résultats exposés dans 
ette se
tion ont été menés en 
ollaboration ave
 Denis Matignon(Professeur, ISAE-Sup'Aéro.) et durant la thèse de Rémi Mignot (
f. e.g. [A5, A6, A10, A12℄).Les systèmes linéaires di�érentiels fra
tionnaires ont des dynamiques à mémoire longue, 
'est-à-dire,plus lente que toute exponentielle dé
roissante. Cette 
lasse de systèmes de dimension in�nie 
orrespondà des opérateurs non 
ompa
ts de sorte que proposer des rédu
tions d'ordre e�
a
es n'est pas immédiat.En 
e sens, de tels systèmes sont déli
ats à simuler. Nous nous y sommes intéressés pour traiter le 
asdes pertes vis
o-thermiques, présenté en � 1.1.4. Du point de vue fréquentiel, 
e phénomène n'est pasanodin. En e�et, outre les modi�
ations apportées sur la phase, les intégrations et dérivations standardagissent sur l'amplitude 
omme des gains de pentes multiples de 6 dé
ibels par o
tave. Pour la mêmefamille d'ordre α, fra
tionnaire ou irrationnel, 
es pentes deviennent multiples de 6α 
e qui a un impa
tidenti�é par l'oreille. L'e�et de 
es opérateurs a don
 une double interprétation : mémoire longue dans ledomaine temporel, modi�
ations spe
trales non standard dans le domaine fréquentiel.Les outils présentés 
i-dessous s'appuient sur la théorie spe
trale des opérateurs, la transformationde Lapla
e et leur re
onstru
tion. Pour les opérateurs non 
ompa
ts 
onsidérés i
i, les fon
tions detransfert asso
iées possèdent des 
ontinuums non bornés de singularités en plus d'éventuels p�les simplesou multiples : 
es 
hemins 
orrespondent à des 
oupures C des fon
tions de transfert dans le plan deLapla
e. Ces 
oupures ne sont pas dé�nies de façon unique mais elles joignent des points de bran
hements�xés. La méthode proposée i
i 
onsiste à re
omposer dans un 
adre bien posé, la fon
tion de transfert, lenoyau de 
onvolution ou la réalisation du système asso
ié, en agrégeant les 
ontributions apportées par
haque point de 
e 
ontinuum. Cette agrégation fait don
 apparaître des sommes 
ontinues, que nousquali�ons de représentations intégrales. Les représentations intégrales des systèmes fra
tionnaires peuventêtre dé�nies pour la 
oupure C=R−. On trouve plusieurs travaux sur les représentations de 
ette espè
e,appelées représentations di�usives (
f. e.g. [141, 87, 38, 150, 22, 23℄ et [A5℄). Mais, elles permettent detraiter aussi des 
as plus généraux, à fon
tions de transfert irrationnelles qui possèdent des 
oupuresdi�érentes (C 6=R

−), 
f. e.g. [51℄.Nous 
ommençons par présenter quelques spé
imens introdu
tifs et illustrons le prin
ipe en traitantl'exemple de l'intégrateur d'ordre fra
tionnaire 1/2. Puis, nous introduisons le 
adre formel général,proposons deux méthodes d'approximation et les appliquons sur quelques exemples (résultats extraitsde [A6℄).



2.1. REPRÉSENTATIONS DIFFUSIVES ET INTÉGRALES DE SYSTÈMES FRACTIONNAIRESET À FONCTION DE TRANSFERT IRRATIONNELLE 332.1.1 Quelques spé
imensPlusieurs exemplaires de systèmes fra
tionnaires et à fon
tion de transfert irrationnelle sont dé
ritsdans la tableau 2.1. Pour l'exemple 1©, on remarque que I1/2 appliqué deux fois 
onduit à la fon
tion deExemples f
t. de transfert Exemples (suite) f
t. de transfertIntégrateur I1/2 H1(s) =
1√
s

EDP fra
. : (∂z+ ∂
1/2
t )x = 0

y(t)=x(z>0, t), −∂zx(0, t)=u(t)
H4(s) = e−

√
sz

√
sDérivée ∂1/2

t H2(s) =
√
s Bessel : y(t) =

[
J0 ⋆ u

]
(t) H5(s) = 1√

s2+1Eq. di�. fra
.
P [∂αt ] y = Q[∂αt ]uave
 0 < α < 1 etdeg(Q)<deg(P )

H3(s) =
Q(sα)

P (sα)

Une fon
tion impliquée dansla modélisation d'un pavillona
oustique ave
 pertes(
f. [A5, (19)℄) H6(s)=
2Γ(s)es−Γ(s)

s+Γ(s)

Γ(s)=
√
s2+εs

3
2+ 1ave
 ε > 0Tab. 2.1 � Exemples de systèmes fra
tionnaires et à fon
tion de transfert irrationnelle (entréeu, sortie y).transfert H1(s)

2 =1/s (s∈C
+
0 ), 
'est-à-dire à un intégrateur, de sorte que I1/2 représente un intégrateurfra
tionnaire d'ordre 1/2. De même, ∂1/2

t ◦∂
1/2
t 
onduit àH2(s)

2 =s, 
'est-à-dire à une dérivation d'ordre 1,de sorte que ∂1/2
t représente une dérivée fra
tionnaire2. Il existe plusieurs dé�nitions de 
es opérateurs3 :les di�éren
es résident notamment dans le traitement des aspe
ts de 
ausalité et des 
onditions initiales.Nous les 
onsidérons i
i dans le 
adre des systèmes linéaires 
ausaux initialement au repos [162, 144℄ : latransformée de Lapla
e est mono-latérale et les fon
tions de transfert sont analytiques dans un demi-plan
omplexe droit s∈C+

a (a≤0 pour les systèmes stables). En parti
ulier, on peut noter que pour les exemples1©, 4© et 5© dé�nis sur C
+
0 , les noyaux de 
onvolution sont donnés par [1, (299.3.4), (29.3.84), (29.3.92)℄,pour t > 0, h1(t) = 1/

√
πt, h4(t) = 1√

πt
e−

z2

4t ∼h1(t) et h5(t) = J0(t)∼
√

2
πt cos(t− π

4 ) pour t→+∞. Ilsont le même type de dé
roissan
e asymptotique lente. Pour l'exemple de systèmes fra
tionnaires 3©, uneformulation analytique est aussi disponible [38, � 2.2℄ : lorsque les ra
ines du polyn�me P sont simples,le noyau s'é
rit 
omme une somme �nie de fon
tions propres (fon
tions de Mittag-Le�er [148℄). Ce 
as
onduit là en
ore à des dé
roissan
es lentes pour les 
as stables (
f. [143, 183℄ pour les 
onditions destabilité). L'exemple 6©, plus 
ompliqué, a une fon
tion de transfert analytique sur C
+
0 , son noyau de
onvolution est d'énergie �nie et est en
ore à dé
roissan
e lente (
f. [A5, �g. 10, tab. 2 et anx. B℄).2.1.2 Exemple introdu
tif : intégrateur fra
tionnaire 
ausal d'ordre 1/2Tout nombre 
omplexe non nul admet deux ra
ines 
arrées distin
tes de signes opposés. Nous 
onsi-dérons i
i la détermination prin
ipale de la ra
ine 
arrée dé�nie parpour tout s = ρeι̇θ ∈ C ave
 ρ ≥ 0 et θ ∈]− π, π], on dé�nit √s =

√
ρeι̇

θ
2 , (2.3)
'est-à-dire le prolongement analytique de la ra
ine 
arrée positive sur R+, 
oupé sur C = R−. Pour 
e
hoix, H1 est analytique sur D = C\C et son saut à la traversée de la 
oupure en −ξ∈C est 
ara
térisé par

η(−ξ)=H1(−ξ+ι̇0−)−H1(−ξ+ι̇0+)= ι̇√
ξ
− −ι̇√

ξ
= 2ι̇√

ξ
. L'idée est i
i de déterminer la réponse impulsionnelle

h1 par transformée de Lapla
e inverse, 
al
ulée à l'aide du théorème des résidus.Pour 
ela, on 
onsidère le 
ontour fermé orienté de Bromwi
h CB=C1∪C+
2 ∪C3∪C−2 dé
rit en �gure 2.1,paramétré par R> ǫx > ǫy > 0. On note I = I1+I+

2 +I3 +I−2 l'intégrale de G : s 7→ 1
2ι̇πH1(s)e

st sur 
e
ontour, ave
 t>0. D'après le théorème des résidus, 
ette intégrale vaut I=0, puisque G est analytique àl'intérieur de CB. De plus, lorsque R→+∞ et 0<ǫy<ǫx →0+, on trouve que 
haque intégrale 
onvergeabsolument, ave
 pour limite I1→h1(t), I±2 →0 (lemme de Jordan) et I3→ 1
2ι̇π

∫
R−

[−η(σ)] eσt dσ et don

∀t > 0, h1(t) =

∫ +∞

0

e−ξt µ(−ξ) dξ ave
 µ(−ξ) =
H1(−ξ + ι̇0−)−H1(−ξ + ι̇0+)

2ι̇π
=

1

π
√
ξ
. (2.4)L'équation (2.4) dé�nit le noyau 
ausal h1 
omme l'agrégation de noyaux e−ξt 1R+(t) de systèmes amortisd'ordre 1, pour la mesure à densité µ(−ξ) dξ ave
 −ξ∈C. On la nomme représentation di�usive de h1.2La première allusion à une dérivation fra
tionnaire apparaît en 1695 dans une réponse de G. de L'Hospital à Leibniz [176℄.3Indiquons en parti
ulier 
elles de Riemann-Liouville, Grünwald-Letnikov, Caputo (
f. e.g. [161℄).
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ements
ℜe(s)

ℑm(s)

ǫx−R
ι̇ǫy

C1
C+
2

C−2

C3, →PSfrag repla
ements ℜe(s)

ℑm(s)PSfrag repla
ements
ℜe(s)

ℑm(s)

ǫx−R

ι̇+ ι̇ǫy
ι̇

a© b©Fig. 2.1 � Contours de Bromwi
h adaptés à : a© une fon
tion de transfert 
oupée sur C = R− ; b© lafon
tion H5 ave
 une 
oupure double à symétrie hermitienne dé
rite par C = C+∪C−, où les demi-droites
C± = ±ι̇+ R− sont atta
hées aux points de bran
hement ±ι̇.Remarque 10 Dans (2.4), la mesure µ(−ξ) dξ joue pour l'agrégation 
ontinue un r�le similaire à 
eluidu résidu pour l'agrégation dis
rète dans le 
as de p�les simples.Le paragraphe suivant introduit un formalisme ave
 un 
adre bien posé pour traiter 
e type d'objet.2.1.3 Formalisme bien poséUne première 
lasse de systèmesOn 
onsidère la 
lasse des systèmes linéaires 
ausaux stationnaires initialement au repos, qui peuventêtre dé
rits par des fon
tions de transfert de la forme suivante, dans un demi-plan droit de Lapla
e

∀s ∈ C
+
a , H(s) =

K∑

k=1

Lk∑

l=1

rk,l E
l
sk

(s) +

∫

C
E1
σ(s) M(dσ) ave
 Elσ(s) =

1

(s− σ)l
et a∈R, (2.5)où Elσ est la fon
tion de transfert d'un système 
ausal élémentaire à un p�le de multipli
ité l, et où Cest une 
ourbe régulière ou un ensemble �ni de telles 
ourbes qui appartient au 
omplémentaire de C+

a .Dans le domaine temporel, 
e
i 
orrespond au système de réponse impulsionnelle donnée par
h(t) =

K∑

k=1

Lk∑

l=1

rk,le
l
sk

(t) +

∫

C
e1σ(t)M(dσ) ave
 elσ(t) =

1

l!
tl−1 eσt 1R+(t), (2.6)où elσ est la réponse impulsionnelle asso
iée à Elσ (fon
tion exponentielle 
ausale pour l = 1). La simulationde la partie de dimension �nie de taille ∑K

k=1 Lk est standard et n'est pas détaillée dans la suite. Cellede dimension in�nie peut être 
onstruite ave
 la famille de systèmes di�érentiels d'ordre 1 suivante
∀t ∈ R+, ∀σ ∈ C, ∂tx(σ, t) = σ x(σ, t) + u(t), x(σ, 0) = 0, et y(t) =

∫

C
x(σ, t)M(dσ) , (2.7)
'est-à-dire, une représentation d'entrée u, d'état x (de dimension in�nie, paramétré par σ ∈ C), et desortie y. Dans les intégrales 
i-dessus, |M | est une mesure sur C telle que

∫

C

∣∣∣∣
M(dσ)

a+ 1− σ

∣∣∣∣ < +∞ , (2.8)dé
omposable en deux parties : une partie purement dis
rète (mesures de Dira
 sur un ensemble dénom-brable de points) et une partie à densité µ absolument 
ontinue par rapport à la mesure de Lebesgue
dσ. Des études théoriques générales de la 
ondition bien posée (2.8) sont données dans [197, � 5 et � 6℄et [149, 150, 142℄. Lorsque la 
ourbe C (ou 
haque sous-
ourbe) admet une paramétrisation ξ 7→ σ(ξ) derégularité C1 non dégénérée (σ′(ξ) 6= 0), la densité est donnée (hors des points de la mesure dis
rète) par

µ(σ) = lim
ǫ→0+

H(σ + ι̇σ′ ǫ)−H(σ − ι̇σ′ ǫ)

2ι̇π
. (2.9)



2.1. REPRÉSENTATIONS DIFFUSIVES ET INTÉGRALES DE SYSTÈMES FRACTIONNAIRESET À FONCTION DE TRANSFERT IRRATIONNELLE 35Remarque 11 (Systèmes réels et symétrie hermitienne) Les systèmes à entrée-sortie réelles ontune fon
tion de transfert à symétrie hermitienne, 
'est-à-dire que ∀s ∈ Ca, H(s) = H(s) (on note s le
omplexe 
onjugué de s). Dans 
e 
as, la même symétrie peut être 
hoisie pour tout prolongement anlytiquede (
H(s)+H(s)

)
/2 de sorte que C = C et queM(dσ) = M(dσ). En exploitant 
ette propriété et en partitio-nant la 
oupure en trois (partie imaginaire stri
tement positive, nulle et stri
tement négative), 
'est-à-dire

C=C+∪CR∪C+ ave
 C+ =
{
σ ∈ C

∣∣ ℑm(σ) > 0
} et CR =C∩R, on trouve que les parties à densité de (2.5-2.7) prennent les formes respe
tives : (i) H(s)=

∫
CR

E1
σ(s)M(dσ) +

∫
C+

[
E1
σ(s)M(dσ) + E1

σ(s)M(dσ)
] ;(ii) h(t) =

∫
CR

e1σ(t)M(dσ) + 2ℜe
∫
C+
e1σ(t)M(dσ) ; (iii) y(t) =

∫
CR

x(σ, t)M(dσ) + 2ℜe
∫
C+
x(σ, t)M(dσ).Ce
i se ré
rit aussi de façon en
ore plus 
on
ise

H(s) =
1

2

∫

C†

[
E1
σ(s)M

†(dσ) + E1
σ(s)M

†(dσ)
] ave
 C†=CR ∪ C+ et M †(dσ) =

{
M(dσ), si σ∈CR,

2M(dσ), si σ∈C+,
h(t) = ℜe

∫

C†
e1σ(t)M

†(dσ) et y(t) = ℜe
∫

C†
x(σ, t)M †(dσ). (2.10)Pour les exemples k© (k = 1, . . . , 4 et 
as où 3© est stable), on a C=R−, a=0 et les mesures à densité

Mk(dξ) = µk(−ξ) dξ ave
 pour tout −ξ ∈ C, µ1(−ξ) = 1
π
√
ξ
, µ2(−ξ) = −ξµ1(−ξ), µ4(−ξ) = cos

√
ξ

π
√
ξ
. Ladensité µ3 s'é
rit 
omme une 
ombinaison linéaire des densités obtenues pour les fon
tions de Mittag-Le�er (
f. [A6, (20-21)℄). Ces mesures satisfont la 
ondition (2.8) ex
epté 
elle du 
as 2© : l'opérateurde dérivation fra
tionnaire ∂1/2

t ne peut pas être représenté par les formes (2.5-2.6) et il faut re
ourirà une forme extendue bien posée, introduite 
i-dessous. Pour le 
as 5©, une représentation intégrale àsymétrie hermitienne est obtenue, par exemple, pour la double 
oupure C = C+∪C+ ave
 C+ = ι̇+R−,atta
hée aux points de bran
hement ±ι̇ (
f. �gure 2.1 b©) : pour σ±(−ξ)=±ι̇−ξ, on obtient les densités
µ5(±ι̇ − ξ) = 1

π
√
ξ

1√
±ι̇−ξ . Le 
as 6© est aussi bien posé. Une étude des singularités montre que H6 meten jeu trois points de bran
hement : 0 et deux 
omplexes 
onjugués s1, s1 à partie réelle stri
tementnégative. Deux 
hoix de 
oupures à symétrie hermitienne (parmi une in�nité possible) sont examinésdans [A5, A6℄ : C=R−∪(s1+R−)∪(s1+R−) et C=R−∪[s1, s1]. Les deux 
onduisent à des représentationsbien posées mais en pratique, les approximations 
onstruites pour le premier 
hoix sont meilleures.Une se
onde 
lasse de systèmes, étendue par dérivationOn peut en
ore 
onstruire une représentation intégrale bien posée pour les 
as suivants. Si la mesure

M e(dσ) asso
iée à He(s)=
H(s)−H(0)

s
véri�e (2.8), alors H(s) = s

∫

C
E1
σ(s)M

e(dσ) +H(0), et
∀t ∈ R+, ∀σ ∈ C, ∂tx(σ, t)=σ x(σ, t) + u(t), x(σ, 0)=0, y(t)=∂t

∫

C
x(σ, t)M e(dσ) +H(0)u(t). (2.11)Cette extension par dérivation est pré
isément adaptée au 
as 2© puisque µe2 = µ1.2.1.4 Rédu
tion d'ordrePour obtenir des simulations temporelles (
as de systèmes stables, a ≤ 0), il est d'abord né
essairede 
onstruire des approximations de dimension �nie de 
es systèmes. Une solution naturelle 
onsiste àréduire le 
ontinuum de singularités à un ensemble �ni de p�les.Méthode 1 : dis
rétisation des 
oupures et interpolation de l'étatUne première méthode 
onsiste à appro
her l'état x(σ, t), σ ∈ C par x̃(σ, t) =

∑P
p=1 xp(t) Λp(σ), où

xp(t) = x(σp, t) et les p�les (σp)0≤p≤P+1 sur C sont 
lassés selon l'orientation de la 
oupure (
as d'une
oupure simple), et où {Λp}1≤p≤P sont des fon
tions d'interpolation a�nes par mor
eaux de support
Cp=]σp−1, σp+1[C⊂ C telles que Λp(σp) = 1. La réalisation (2.7) 
onduit au système linéaire du premierordre de dimension P dé
rit par
∀t ∈ R+, 1≤p≤P, ∂txp(t)=σp xp(t) + u(t), xp(0)=0 et ỹ(t)= P∑

p=1

µ̃p xp(t) où µ̃p=

∫

Cp

Λp(σ)M(dσ). (2.12)
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oupure est multiple, on pro
ède de la même manière pour 
ha
une de ses 
omposantes 
onnexes.De plus, dans la suite, l'ensemble des p�les d'un système réel est 
hoisi de sorte que la symétrie hermitiennesoit préservée. Ainsi, en 
lassant 
onvenablement les p�les appartenant à C† (
f. rq. 11), par exemple, en
onstruisant le ve
teur σ = [−ξ1, . . . ,−ξJ , γ1, . . . , γK ]T qui 
ontient d'abord les J (≥ 0) p�les réels
σj =−ξj (1≤ j≤J), puis les K (≥0) p�les à partie imaginaire stri
tement positive σJ+k=γk (1≤k≤K)des paires de 
omplexes 
onjugués restants (K=(P−J)/2), on obtient des résultats de la forme

H̃(s) =
1

2

J+K∑

l=1

[
E1
σl

(s) µ̃l + E1
σl

(s) µ̃l

] et ∂txl(t) = σl xl(t)+u(t), ỹ(t) = ℜe
( J+K∑

l=1

µ̃l xl(t)
)
, (2.13)où, pour 1≤ l≤J+K, µ̃l =

∫
Cl

Λl(σ)M †(dσ) est 
al
ulé pour la mesure M † dé�nie en (2.10).Remarque 12 (E
riture matri
ielle à paramètres réels) En utilisant le ve
teur σ ∈ CJ
R
×CK+ ⊂

(C†)J+K dé�ni 
i-dessus, la fon
tion H̃ se ré
rit sous la forme
H̃σ,µ(s) = Eσ(s)Tµ où Eσ =

[
E1

−ξ1 , . . . , E
1
−ξ

J
,
E1

γ1
+E1

γ1

2 , . . . ,
E1

γK
+E1

γK

2 , ι̇
E1

γ1
−E1

γ1

2 , . . . , ι̇
E1

γK
−E1

γK

2

]T
, (2.14)et où on a introduit le ve
teur µ=[µ̃1, . . . , µ̃J , ℜe(µ̃J+1), . . . ,ℜe(µ̃J+K) , ℑm(µ̃J+1), . . . ,ℑm(µ̃J+K)]T ∈ RJ+2K.Pour les versions étendues par dérivation, on 
al
ule µ̃el à partir de la mesure M † asso
iée à He(
f. (2.11)) et on déduit

H̃(s) = sH̃e(s)+H(0) et ỹ(t) = ℜe
( J+K∑

l=1

σlµ̃
e
l xl(t)

)
+λeu(t) où λe = H(0)+ℜe

( J+K∑

l=1

µ̃el

)
. (2.15)Remarque 13 (Lien ave
 les Γ-représentations et leurs approximations [54℄)Des versions de 
ette méthode d'approximation ont été proposées dans [54℄ pour des représentations où

C n'est pas une 
oupure mais la frontière d'un domaine ouvert 
onnexe (appelé Γ-
ontour) de C
−
0 quiin
lut toutes les singularités (p�les et 
oupures). Notre démar
he a été guidée par l'observation pratiquesuivante : en prélevant et appro
hant les 
ontributions singulières sur les singularités mêmes plut�t que�à distan
e� via un 
ontour Γ, nous avons pu aboutir à de meilleurs 
ompromis dimension/qualité dansbon nombre de 
as.Des preuves de 
onvergen
e de 
ette méthode sont données dans e.g. [87℄ pour les représentationsdi�usives. Cependant, pour obtenir des approximations de qualité à faible dimension, une méthode paroptimisation s'avère bien plus e�
a
e.Méthode 2 : optimisation d'un 
ritère pondéréPlut�t que d'estimer µ, une autre méthode 
onsiste à l'optimiser en minimisant un 
ritère de typemoindres 
arrés, de la forme ∫

R+

∣∣H̃(ι̇ω) − H(ι̇ω)
∣∣2w(ω)2 LΩ(dω) (w et LΩ sont des poids et mesurespositifs). Notons que puisque les singularités de H̃ et H sont à partie réelle négative, l'erreur quadratique
al
ulée i
i sur l'axe de Fourier ι̇R majore4 
elle 
al
ulée sur tout autre axe dans C

+
0 .Nous avons proposé dans [A5, A6℄ des pondérations w et mesures L bien adaptées aux diagrammes deBode et plages et é
helles 
ara
téristiques de l'audio : (i) les fréquen
es sont perçues par l'oreille humaineentre ω−

2π = 20Hz et ω+

2π = 20 kHz selon une é
helle logarithmique de sorte qu'on 
hoisit LΩ(dω) =

1Ω(ω)d lnω où Ω =]ω−, ω+[ ; (ii) l'erreur 
ommise sur H̃ est mesurée relativement à la fon
tion exa
te
H , 
'est-à-dire pour le poids wH(ω) := 1/|H(ι̇ω)| ; (iii) 
ette pondération relative est 
onsidérée sur unedynamique maximale (typiquement −20 log10 Tr = 80 dB pour l'audio), au-delà de laquelle on la faitsaturer, de sorte qu'on utilise wH(ι̇ω) = 1/SatH,Tr

(ι̇ω) où SatH,Tr
(ι̇ω) vaut |H(ι̇ω)| si |H(ι̇ω)| ≥ THet vaut TH = Tr supω∈Ω|H(ι̇ω)| sinon ; (iv) dans le 
as d'une extension par dérivation, l'optimisationest réalisée sur la fon
tion intermédiaire bien posée He et le poids est 
onstruit de sorte d'optimiser lafon
tion 
ible H , 
'est-à-dire que weH(ι̇ω) = ω/SatH,Tr

(ι̇ω).4Ce résultat se déduit du prin
ipe du maximum des fon
tions holomorphes (
f. [147, p.127℄).
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al
ule une version dis
rétisée du 
ritère pour une partition {ωn}1≤n≤N+1 de l'in-tervalle Ω et on ajoute un terme de régularisation de Tikhonov [205℄, né
essaire lorsque la dimension
P =J+2K devient grande (typiquement de l'ordre de 20 ou plus). A σ �xé, 
e 
ritère est donné par

C : µ ∈ R
J+2K 7−→

N∑

n=1

∣∣∣
(
H̃σ,µ(ι̇ωn)−H(ι̇ωn)

)
wH(ωn)

∣∣∣
2 [

lnωn+1 − lnωn
]

+ ǫµTµ

= (Mµ − H)
∗
W ∗W (Mµ − H) + ǫµTµ, (2.16)où Mn,∗ = Eσ(ι̇ωn)

T (
f. (2.14), Hn =H(ι̇ωn) et W est diagonale ave
 Wn,n=wH(ωn)
√

lnωn+1− lnωnpour 1≤n≤N . Sa minimisation sur RJ+2K 
onduit à
µ = [ℜe (M∗W ∗WM + ǫIJ+2K)]

−1
[Re (M∗W ∗WH)] . (2.17)Le paramètre de régularisation ǫ ≥ 0 est réglé pour que le 
onditionnement de la matri
e inverse soitsupérieur à la résolution des �ottants. Dans le 
as étendu par dérivation, la fon
tion de transfert appro
héeest donnée par H̃(s)=diag(σ)Eσ(s)Tµe+λe où µe est 
al
ulé à partir de He et λe 
omme en (2.15).2.1.5 Simulations temporelles et résultatsDis
rétisation temporelle. Des simulations temporelles sont 
onstruites à partir des approximationsd'ordre �nie pour des bloqueurs d'ordre 0 ou 1 sur l'entrée é
hantillonnée à la période Te = 1/fe. Nousrappelons brièvement l'intérêt de 
e 
hoix et donnons les 
onditions sous lesquelles nous l'utilisons.Les équations dynamiques ∂tx(t) = Ax(t)+Bu(t) ont pour solution x(t)=∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ) dτ+eAtx(0)de sorte que x(tn+1) = eATex(tn)+ vn+1 où v(tn+1) =

∫ Te

0 eA(Te−τ)B u(nTe + τ) dτ . Les réalisations detype (2.12-2.13) 
orrespondent à A = diag(σ) et B = [1, . . . , 1]T de sorte que eATe est diagonale. Pourune entrée à bande limitée par la fréquen
e de Shannon-Nyquist fs = fe/2, la re
onstru
tion exa
te estdonnée par u(t)=
∑
n∈N

u(tn)h
⋆(t/Te − n) où h⋆(x)= sin
(x) = sin(πx)/(πx) est non 
ausal de supportin�ni. Le bloqueur d'ordre 0 (B0) appro
he u par une interpolation 
onstante par mor
eaux ave
 le noyaude re
onstru
tion h0(x)=1[0,1](x). Le bloqueur d'ordre 1 (B1) appro
he u par interpolation a�ne ave
 lenoyau de re
onstru
tion h1(x)=(1 − |x|)1[−1,1](x). Ce
i 
onduit aux systèmes à temps dis
ret suivants

(B0) : x(tn+1) = eATe x(tn) + b0 u(tn), où on introduit bα=

[∫ 1

0

θα eATe θ dθ

]
TeB,

(B1) : x(tn+1) = eATe x(tn) + (b0 − b1)u(tn+1) + b1 u(tn).Ave
 
ette famille de méthodes, les p�les et le régime libre sont exa
ts et seule l'entrée est approximée.La transformation subie est 
ara
térisée dans le domaine de Fourier par la fon
tion de transfert Gk(f)=
Hk(f/fe)/H⋆(f/fe), dé�nie sur −fs < f < fs par G0(f) = e−ι̇πTesin
(f/fe) et G1(f) = [sin
(f/fe)]2.Ce
i 
orrespond à un gain d'atténuation qui dé
roît de 1 en f = 0 jusqu'à |Gk(fmax)| en fmax ≤ fs,
ombiné à un retard d'un demi-é
hantillon pour le 
as (B0), et sans retard ni déphasage pour le 
as (B1).Pour des sur-é
hantillonnages de fa
teur κ, 
e
i 
onduit aux performan
es résumées dans le tableau 2.2.fa
teur de sur-é
hantillonnage κ 1 2 3 4

G1(fs/κ) (lin.) 0.405 0.811 0.912 0.95
20 log10G(fs/κ) (dB) −7.8 −1.8 −0.8 −0.45

ǫ(fs/κ) (lin.) 0.5947 0.1894 0.0881 0.0504
20 log10 ǫ(fs/κ) (dB) −4.5 −14.5 −21.1 −26Tab. 2.2 � Atténuation maximale due à la dis
rétisation temporelle : gain G1(fmax) pour le bloqueurd'ordre 1 et erreur ǫ1(fmax)=1−G1(fmax) 
orrespondante. Pour le bloqueur d'ordre 0, l'atténuation en

dB donnée sur la deuxième ligne est divisée par 2.Les résultats présentés sur le trombone virtuel, en � 1.2.2 et �gure 1.11, sont obtenus pour un bloqueurd'ordre 1 (pour ne pas introduire de retard arti�
iel) et la fréquen
e d'é
hantillonnage5 fe = 44100Hz(sans sur-é
hantillonnage). Les simulations temporelles présentées 
i-dessous pour les exemples H4 et H5(
f. tableau 2.1) sont obtenues ave
 un bloqueur d'ordre 0 et fe=(104/π)Hz (sans sur-é
hantillonnage).5La longueur du tube et la 
élérité ont été réglées pour de sorte que les retards à simuler 
orrespondent à des nombresentiers d'é
hantillons. Dans le 
as 
ontraire, on peut re
ourir à des retards fra
tionnaires (
f. e.g. [217, 202℄.



38 CHAPITRE 2. SYSTÈMES DYNAMIQUES ENTRÉE-SORTIERésultats. Nous illustrons les résultats d'approximation des fon
tions de transfert H1 et H2 en �-gure 2.2, H4 pour z=1 en �gure 2.3 et H5 en �gure 2.4 (
f. [A5, A6℄, [C18℄ et [147, �gures 4.1 et 4.2℄ pourdes résultats 
omplémentaires).
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√
s et H2(s) =

√
s : poids µ1(−ξ) = µe2(−ξ) et approximations pourdes pla
ements de J p�les à progression géométrique entre ξmin = 5.10−4 et ξmax = 5.103. Méthode 1(par interpolation d'état) : 
omparaison de résultats pour J = 10 (o) et J = 16 (×). Méthode 2 (paroptimisation) : J=10 (o).Con
ernant H1(s) = 1/

√
s et H2(s) = sH1(s) (extension par dérivation), les diagrammes de Bodeexa
ts et appro
hés montrent que les résultats de la méthode par optimisation (ave
 J = 10 p�les)sont meilleurs que 
eux de la méthode par interpolation de l'état (ave
 J = 10 et même J = 16). Laplage de validité fréquentielle 
orrespond à 
elle des amortissements des p�les pla
és sur la 
oupure (i
i,

ξj ∈ [5.10−4, 5.103] ave
 une progression géométrique). Elle 
onduit à une bonne pré
ision (module etphase) sur 6 à 7 dé
ades.Les résultats observés sur H4 et H5 
onduisent à la même 
on
lusion à la fois pour les fon
tions detransfert et les simulations temporelles. Sur l'exemple H4, il est important de noter que l'analyse de ladensité se révèle utile, pour la raison pratique suivante.
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Fig. 2.3 � Exemple H4(s) = exp
√
s/
√
s (
f. tab. 2.1 ave
 z = 1) : Poids µ4(−ξ) = cos

√
ξ/(π
√
ξ) etapproximations pour deux pla
ements distin
ts de J p�les ave
 J = 12 entre ξmin = 5.10−4 et ξmax =

3.102 : le premier est à progression géométrique (o), le se
ond (×) est modi�é pour 
orrespondre auxmaxima lo
aux de |µ4|. Les diagrammes de Bode et simulations des réponses impulsionnelles sont donnéspour : la méthode 1 (
as exa
t (-) et les deux approximations (o) et (×)) ; la méthode 2 (
as exa
t (-)et l'approximation ×). Les deux réponses impulsionnelles 
al
ulées par la méthode 1 (o,×) représentéesen pointillés sont pro
hes mais restent distinguables de la réponse exa
te. L'approximation et la réponseexa
te sont quasi-
onfondues pour la méthode 2.Remarque 14 (Analyse de µ4) Sur les exemples H1, H2 et H5, les p�les d'approximation ont étépla
és de façon heuristique, ave
 un amortissement qui suit une progression géométrique, �
omme et surla même plage que� les fréquen
es angulaires visées pour le diagramme de Bode (voir l'approximation en(o) sur la �gure 2.3). Toutefois, 
ontrairement à µ1 (= µe2) et µ5, la fon
tion µ4 n'est pas une densitémonotone (ni positive) : sa valeur absolue fait apparaître une suite de maxima lo
aux. A nombre �xé dep�les, le simple fait de dépla
er légèrement les p�les de sorte qu'ils passent par 
es maxima et évitent leszéros améliorent signi�
ativement les résultats en haute fréquen
e.Aussi, bien que la méthode par optimisation ne requiert par le 
al
ul des densités µ, 
e 
al
ul peutfournir, pour 
ette méthode aussi, un indi
ateur de pla
ement de p�les.
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Fig. 2.4 � Exemple H5(s) = 1/
√

1+s2. Poids µ5 et approximations par pla
ement de K = 10 pairesde p�les 
omplexes 
onjugués γ =±ι̇−ξ ave
 le mêmes ξ qu'en �gure 2.2. Les diagrammes de Bode etsimulations temporelles des noyaux sont donnés pour les méthodes 1 et 2 (
as exa
t (-) et appro
hé (- -)).2.1.6 Perspe
tivesLa méthode 2 dé
rite 
i-dessus fournit un optimum global des paramètres µopt pour σ �xé, mais le�bon� pla
ement des p�les reste un problème ouvert. Suite à la remarque 14, une amélioration pratique
onsisterait à ra�ner lo
alement le résultat a
tuel à l'aide : (i) d'un pla
ement de p�les 
onstruit à partirde 
ara
téristiques de la densité µ, ou (ii) d'une optimisation lo
ale standard du 
ritère σ 7→ C(µopt(σ)
)où σ devient le paramètre libre. De plus, puisque les 
oupures des fon
tions de transfert ne sont pasuniques (seuls les points de bran
hements le sont), des questions pour l'optimisation sont 
elles : (iii) deleur 
hoix et, si 
ela a un sens, de leur optimalité, et par suite, (iv) de 
ontraindre ou non les p�les àrester sur C pour une optimisation de type (ii). Ce
i renvoie à 
ertaines questions profondes d'analysefon
tionnelle et sur les vitesses de 
onvergen
e. Certaines de 
es questions et pistes ont été examinéespendant le post-do
torat de Karim Trabelsi (
f. [G5, C14℄ et page 102). Mais 
e sujet di�
ile reste àexplorer.



2.2. SÉRIES DE VOLTERRA 412.2 Séries de VolterraLes séries de Volterra ont été introduites par le mathémati
ien et physi
ien italien Vito Volterra. Cesont des développements en séries de fon
tionnelles à opérateurs à noyaux (
f. [215, 216℄ et les séries deFliess [67℄), 
apables de représenter la traje
toire de systèmes à non-linéarité régulière au voisinage d'unpoint �xe. En 
e sens, elles fournissent une généralisation du �ltrage et, dans les domaines de Fourier ouLapla
e, des fon
tions de transfert. Aussi, elles ont été très utilisées dans plusieurs domaines (traitementdu signal, automatique, éle
tronique, éle
tro-magnétisme, mé
anique, a
oustique, génie bio-médi
al, et
),pour la modélisation, la rédu
tion d'ordre, la simulation en temps réel et l'identi�
ation (
f. [75, 46℄et aussi [62, 160, 182℄ pour le 
as simpli�é d'une stru
ture de Hammerstein). Les travaux fondateursdonnant un 
adre formel et une analyse rigoureuse de 
et outil s'appuient d'une part sur la géométriedi�érentielle [16, 71, 67, 69, 93℄ ave
 une appro
he �
ontr�le géométrique� et, d'autre part, sur l'analysefon
tionnelle [180, 34, 186℄ ave
 une appro
he �opérateurs entrée/sortie� et �réalisation de système�.Nous présentons i
i une méthode formelle simple, fondée sur un système annulateur, qui permet dedéterminer les noyaux de problèmes faiblement non linéaires dé
rits par des équations di�érentielles, etplus largement, des équations aux dérivées partielles et systèmes de dimension in�nie. Des simulationstemps réel qui rejettent le repliement spe
tral dû aux non-linéarités sont proposées pour plusieurs appli-
ations (sons 
uivrés, 
orde, 
ir
uit éle
tronique audio). Nous introduisons aussi un formalisme en sériesde Green-Volterra (
f. �gure 2.5) pour résoudre des problèmes physiques non homogènes. Nous exploronsune méthode pratique qui étend la plage de validité des noyaux pour le 
as d'un système à saturation.Nous terminons par des résultats peu répandus dans la littérature, qui fournissent des bornes 
al
ulablesde rayon de 
onvergen
e et d'erreurs de tron
ature, ave
 des illustrations sur quelques exemples.George Green (Anglais, 1793-1841) [79℄ Vito Volterra (Italien, 1860-1940) [215℄
Portrait Moulin de Green Portrait Portrait(vers 1840) Sneinton (/Nottingham) (vers 1890) (vers 1910)Fig. 2.5 � George Green, mathémati
ien et physi
ien, est né en 1793 à Sneinton (/Nottingham) oùil a passé la plupart de sa vie. Quasiment autodida
te, �ls de boulanger, il n'a eu qu'une année des
olarité entre 8 et 9 ans. Son initiation s
ienti�que reste mal 
onnue. Son Essai sur l'appli
ation del'analyse mathématique aux théories de l'éle
tri
ité et du magnétisme, rédigé en partie dans le moulin desa famille, fut publié en 1828 : y sont introduits les fon
tions et le théorème de Green. Il entra à l'Universitéde Cambridge en premier 
y
le à 40 ans (1833), obtint son dipl�me en 1837, puis resta y travailler surl'optique, l'a
oustique et l'hydrodynamique. Il tomba malade en 1840 et retourna à Nottingham où ilmourut l'année suivante. Vito Volterra, mathémati
ien et physi
ien, est né en 1860 à An
�ne. Dès 11ans, il se passionne pour les mathématiques. A 13 ans, après avoir lu �De la Terre à la Lune� de JulesVerne, il 
her
he à 
al
uler les traje
toires balistiques entre les deux astres en 
onsidérant leur 
hampgravitationnel. Alors que sa famille, pauvre, le destinait à démarrer un 
ommer
e, il fut en
ouragé dansla voie s
ienti�que par un 
ousin ingénieur qui remarqua ses aptitudes. Vito Volterra est surtout 
onnupour ses travaux sur les équations intégro-di�érentielles, la dislo
ation des 
ristaux, et la dynamiquedes populations. Opposant résolu au fas
isme, il n'hésita pas à renon
er aux honneurs a
adémiques par
onvi
tion politique. Il vé
ut beau
oup à l'étranger et rentra à Rome juste avant sa mort. Il fut membrede la Royal So
iety (1910) et de la Royal So
iety of Edinburgh (1913). Un 
ratère de Lune porte son nom.



42 CHAPITRE 2. SYSTÈMES DYNAMIQUES ENTRÉE-SORTIE2.2.1 Préambule : lien ave
 la méthode des perturbations régulièresBien que 
e lien soit très peu mis en avant dans la littérature6, le formalisme des séries de Volterrarésulte de la méthode des perturbations régulières (utilisée de façon très 
lassique dans de nombreuxdomaines de la physique et en automatique [106, 
hap. 10℄) pour le 
as parti
ulier où l'entrée du systèmeest 
hoisie 
omme la perturbation. Ce lien est expli
ité 
i-dessous du point de vue formel pour le 
as d'unsystème de dimension �nie. Ave
 Béatri
e Laro
he, nous l'avons aussi exploité pour traiter le problèmede 
onvergen
e, pour des systèmes de dimension �nie et in�nie (
f. � 2.2.7).Soit un système 
ausal de dimension �nie, initialement au repos, de représentation d'état
{
∂tx(t) = f

(
x(t), u(t)

)
,

y(t) = g
(
x(t), u(t)

)
,

ave
 



f(X,U) =
∑

(p,q)∈N2
Dp,qf(0,0)

p! q! (X, . . . ,X︸ ︷︷ ︸
p

, U, . . . , U︸ ︷︷ ︸
q

)

g(X,U) =
∑

(p,q)∈N2
Dp,qg(0,0)

p! q! (X, . . . ,X, U, . . . , U)

(2.18)où f et g sont des fon
tions analytiques nulles en7 (u, x) = (0, 0), et où les fon
tions multi-linéaires8
Dp,qf(0, 0) ∈ MLp,q(X,U,X) et Dp,qg(0, 0) ∈MLp,q(X,U,Y) sont des dérivées de Fré
het (
f. e.g. [71℄).Considérons l'entrée u 
omme une perturbation du système et marquons-la par ǫ > 0 via le 
hangementde variable u(t) = ǫv(t). La méthode des perturbations régulières [106, 
hap. 5℄ 
onsiste à expli
iter lessolutions re
her
hées sous la forme de puissan
es de ǫ : x(t) =

∑
n∈N

ǫnxn(t) et y(t) =
∑
n∈N

ǫnyn(t). Ensubstituant 
es séries solution dans (2.18) et en exploitant la multi-linéarité de Dp,qf(0, 0) et Dp,qg(0, 0)pour regrouper sur les puissan
es de ǫ, on trouve qu'un tel développement est formellement possible siles fon
tions xn satisfont x0 = 0 et, pour n ≥ 1,
∂txn(t) = Axn(t) + rn(t) où r1 = B v et, pour tout n ≥ 2, (2.19)
rn(t) =

∑

(p,q)∈[0,n]2
N

2≤p+q≤n

∑

m∈(N∗)p

m1+···+mp=n−q

Dp,qf(0, 0)

p! q!

(
xm1(t), . . . , xmp

(t)
︸ ︷︷ ︸

p

, v(t), . . . , v(t)︸ ︷︷ ︸
q

)
, (2.20)et où on a renoté D1,0f(0, 0)(x) = Ax et D0,1f(0, 0)(v) = Bv sous forme matri
ielle. On trouve desrelations expli
ites ave
 une 
ombinatoire similaire pour yn. Puisque rn ne 
ontient que des o

urren
esde xm<n et v, on obtient une séquen
e de problèmes de Cau
hy linéaires pour les xn (i
i, ave
 
onditionsinitiales nulles). La solution s'é
rit

xn(t) =

∫

R+

w(τ) rn(t− τ) dτ ave
 w(t) = eAt1R+(t), (2.21)de laquelle y se déduit dire
tement. En reformant la série x(t) =
∑
n∈N

ǫnxn(t), on trouve �nalement que
x s'exprime 
omme une somme sur n∈N∗ de 
onvolutions multiples sur n versions répétées de l'entrée uave
 un noyau à n variables : 
es noyaux sont pré
isément les noyaux de Volterra. Lorsque le domaine de
onvergen
e de la série (en un sens pré
isé plus loin) n'est pas réduit à u = 0, le système est dit faiblementnon linéaire.Le formalisme des séries de Volterra fournit un 
adre théorique et des outils pratiques qui permettentde déterminer les noyaux et de représenter la solution (2.21) expli
itement en fon
tion de l'entrée u : enquelque sorte, il permet de �
al
uler le 
al
ulateur� de la solution, sans avoir à pré-�xer l'entrée.Remarque 15 (Traitement des 
onditions initiales) Pour des 
onditions initiales non nulles, le dé-veloppement en séries de Volterra s'exprime 
omme la somme de la traje
toire nominale x0(t) obtenuepour une entrée nulle et de termes d'ordre n ∈ N∗ qui dé
rivent la déviation due à u (
f. [115, (7.4)℄). Unealternative que nous proposons en � 2.2.7 
onsiste à 
onsidérer les 
onditions initiales également 
ommeune perturbation du point d'équilibre et à les marquer par (i
i) le même ǫ.Dans 
e qui suit, sauf mention 
ontraire, les 
onditions initiales seront 
onsidérées nulles.6Il est évoqué de façon très formelle dans [2℄ et esquissé sans vraiment le formuler dans [19℄.7On 
onsidère i
i que (u, x) = (0, 0) est un point d'équilibre, sans perte de généralité, quitte à re
entrer les variables.



2.2. SÉRIES DE VOLTERRA 432.2.2 Dé�nitions et généralitésNous rappelons quelques résultats standard issus de [180, 15, 115, 84℄.Dé�nition 2 (Série de Volterra mono-entrée mono-sortie) Un système dynamique d'entrée u(t) ∈
U = R et de sortie x(t) ∈ X = R pour t ∈ T = R est dé
rit par une série de Volterra de noyaux {kn}n∈N∗ ,si la sortie est donnée par, pour tout t ∈ T,

x(t) =
∑

n∈N∗

∫

Tn

kn(t, τ1, . . . , τn)u(τ1) . . . u(τn) dτ1 . . . dτn. (2.22)Remarque 16 (Quelques systèmes représentables en séries de Volterra) Les séries de Volterraenglobent : (i) les systèmes linéaires (kn = 0 si n ≥ 2) ; (ii) les fon
tions développables en séries entières
x(t) =

∑
n∈N∗ an u(t)

n, i
i, nulles en 0, ave
 kn(t, τ1 . . . , τn) ≡ anδ(t − τ1, . . . , t − τn) (ou, ave
 uneé
riture plus rigoureuse et en notant τ = (τ1, . . . , τn), kn(t, τ)dτ devient anMt(dτ) ave
 la mesure deDira
 Mt = δ(τ1 − t, . . . , τn − t)) ; (iii) leurs 
ombinaisons linéaires, multi-linéaires (de type produit desorties) et leur 
as
ade (
f. �gure 2.6 et � 2.2.3).Une notion de 
onvergen
e bien posée peut être introduite dans un 
adre fon
tionnel8 ave
 le résultatsuivant.Proposition 1 (Fon
tion limitante et relation entrée-bornée/sortie-bornée)Soit une série de Volterra {kn}n∈N∗ ∈ VS. On dé�nit sa fon
tion limitante par la série entière ϕ(z) =∑
n∈N∗ ‖kn‖Vn

X
zn et on note ρ son rayon de 
onvergen
e. Si ρ > 0, alors pour tout u ∈ U tel que ‖u‖U < ρ,la série (2.22) est normalement 
onvergente dans X et ‖x‖X ≤ ϕ(

‖u‖U
)
< +∞.La preuve est rappelée dans e.g. [A14℄. Néanmoins, il est souvent di�
ile de déterminer les normes detous les noyaux et d'en déduire un résultat exploitable en pratique. Ce problème a été résolu pour une
lasse de systèmes et les résultats sont donnés en � 2.2.7.Un intérêt des séries de Volterra est de fournir des généralisations naturelles des propriétés et outilsstandard des systèmes linéaires aux 
as faiblement non linéaires.Proposition-Dé�nition 1 (Analogies ave
 les systèmes linéaires et noyaux de transfert)Les noyaux véri�ent : (i) pour un système 
ausal, kn(t, τ1, . . . , τn) = 0 si max(τ1, . . . , τn) > t ; (ii) pourun système stationnaire, kn(t, τ1, . . . , τn) = kn(0, τ1 − t, . . . , τn − t)

déf.
= hn(τ1 − t, . . . , τn − t). Pourun système 
ausal stationnaire, (2.22) se ré
rit 
omme une somme de 
onvolutions multiples x(t) =∑

n∈N∗
∫
[0,t]n

hn(τ1, . . . τn)u(t− τ1) . . . u(t− τn) dτ1 . . . dτn. Dans 
e 
as, on dé�nit les noyaux de trans-fert Hn 
omme la transformée de Lapla
e multi-variable de hn
Hn(s1, . . . , sn) =

∫

R+

hn(τ1, . . . , τn) e−(s1τ1+···+snτn) dτ
1
. . . dτ

n
, (2.23)pour tout (s1, . . . , sn) ∈ Cn tel que l'intégrale soit absolument 
onvergente. Comme pour les systèmeslinéaires, les noyaux de transfert d'un système 
ausal stable sont analytiques sur leur domaine de 
onver-gen
e de Lapla
e Dn qui est tel que (C+

0 )n ⊆ Dn ⊆ C
n.En�n, notons que dans (2.22) toute permutation des variables τi laisse le résultat in
hangé. Ainsi,

k2(t, τ1, τ2), k2(t, τ2, τ1) mais aussi αk2(t, τ1, τ2) + (1 − α)k2(t, τ2, τ1) 
onduisent aux mêmes résultats.Pour rétablir une dé�nition unique des noyaux (
e qui peut être intéressant pour assurer une stru
ture�xe lors de pro
édures d'identi�
ation, par exemple), des versions respe
tant des propriétés supplémen-taires ont été introduites : noyaux symétriques, noyaux triangulaires, noyaux réguliers (
f. [180℄). Illustronsl'exemple des noyaux symétriques.Proposition-Dé�nition 2 (Noyaux symétriques) Un noyau kn est dit symétrique si pour toute per-mutation π ∈ P(n), il véri�e kn(t, τπ(1), . . . , τπ(n)) = kn(t, τ1, . . . , τn). Soit une série {kn}n∈N∗ ∈ VS, saversion à noyaux symétriques est donnée par {SYM[kn]}n∈N∗ ∈ VS où on dé�nit, pour tout n ∈ N∗, t ∈ Tet τ ∈ Tn, SYM [kn](t, τ) = 1
n!

∑
π∈P(n) kn(t, τπ(1), . . . , τπ(n)). Les noyaux symétriques d'un système sontuniques.8Les espa
es U , X , Vn

X
et VS sont détaillés page xii.



44 CHAPITRE 2. SYSTÈMES DYNAMIQUES ENTRÉE-SORTIE2.2.3 Lois d'inter
onnexion, système annulateur et réalisationPlusieurs algorithmes de 
al
ul des noyaux sont disponibles (
f. e.g. [180, 67, 115, 93, 84℄). La méthodepratique retenue i
i est fondée sur les lois d'inter
onnexion [84℄ et l'introdu
tion d'un système annulateur.PSfrag repla
ements
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{bn}

u(t) x(t)

PSfrag repla
ements
{an}

{bn}

u(t) x(t)

PSfrag repla
ements
{an} {bn}

u(t) x(t)(i) Somme (ii) Produit (iii) Cas
adeFig. 2.6 � Inter
onnexions somme (i), produit (ii) et 
as
ade (iii) de systèmes mono-entrée mono-sortie.Proposition 2 (Lois d'inter
onnexion) Soit un système (Sa) de noyaux {an}n∈N∗∈VS, de fon
tionlimitante ϕa et de rayon de 
onvergen
e ρa > 0. Dans le 
as stationnaire, on note An les noyaux detransfert et DAn
leur domaine de Lapla
e. Alors, les 
onnexions de type somme (i), produit (ii) et 
as-
ade (iii) ave
 un se
ond système (Sb) (
f. �gure 2.6) dé�nissent un système (Sc) de noyaux donnés par :(i) Somme cn(t, τ1, . . . , τn) = an(t, τ1, . . . , τn) + bn(t, τ1, . . . , τn),

Cn(s1, . . . , sn) = An(s1, . . . , sn) + Bn(s1, . . . , sn),(ii) Produit cn(t, τ1, . . . , τn) =
∑n−1
m=1 am(t, τ1, . . . , τm) × bn−m(t, τm+1, . . . , τn),

Cn(s1, . . . , sn) =
∑n−1
m=1Am(s1, . . . , sm) × Bn−m(sm+1, . . . , sn),(iii.a) Cas
ade ave
un système linéaire(bn = 0, si n ≥ 2) cn(t, τ1, . . . , τn) =

∫

T

b1( t , θ1 ) an(θ1, τ1, . . . , τn) dθ1,

Cn(s1, . . . , sn) = B1(s1+. . .+ sn) An(s1, . . . , sn),(iii.b) Cas
ade(
as général) cn(t, τ1, . . . , τn) =

n∑

m=1

∑

p∈(N∗)m

p1+···+pm=n

∫

Tm

bm(t, θ1, . . . , θm) × . . .

ap1(θ1, τ1, . . . , τp1) . . . apm
(θm, τp1+···+pm−1+1, . . . , τn) dθ1 . . . dθm,

Cn(s1, . . . , sn) =

n∑

m=1

∑

p∈(N∗)m

p1+···+pm=n

Bm
(
s1+. . .+ sp1 , . . . , sp1+···+pm−1+1+. . .+ sn

)
× . . .

Ap1(s1, . . . , sp1) . . . Apm
(sp1+···+pm−1+1, . . . , sn).Les rayons de 
onvergen
es sont tels que ρc ≥ ρ⋆c ave
 ρ⋆c = min(ρa, ρb) pour (i-ii), ρ⋆c = ρa pour (iii.a)et, pour (iii.b),9 ρ⋆c = ϕ−1

a (ρb) si ρb <ϕa(ρa) et ρ⋆c = ρa sinon. Les fon
tions limitantes sont telles que,pour tout x∈ [0, ρ⋆c [, ϕc(x)≤ϕ⋆c(x), où ϕ⋆c(x) est donnée par ϕa(x)+ϕb(x) pour (i), ϕa(x)ϕb(x) pour (ii),
‖b1‖1V ϕa(x) pour (iii.a) et ϕb ◦ ϕa(x) pour (iii.b). En�n, les domaines de 
onvergen
e de Lapla
e DCnsont tels que D⋆Cn

⊆DCn
où D⋆Cn

est donné par DAn
∩DBn

pour (i), ⋂
1≤m≤n

(
DAm

×DBn−m

) pour (ii),{
s∈DAn

| s1+ · · ·+ sn∈DB1

} pour (iii.a) et ⋂n
m=1

⋂
p∈(N∗)m

p1+...+pm=n

{
s∈DAp1

× · · · ×DAp1
| (s1+ · · ·+ sp1 , . . . ,

sp1+···+pm−1+1 + · · ·+ sn)∈DBm

} pour (iii.b).Ces lois se généralisent aux 
as de 
ombinaisons linéaires pour (i), multi-linéaires pour (ii) et 
as
adeà entrées et sorties multiples pour (iii) (
f. e.g. [A13, � 3.3℄ pour X = Rdx , U = Rdu).Pour traiter le 
as d'équations aux dérivées partielles dans la suite, nous ajoutons également la loi dedérivation par rapport un paramètre.Proposition 3 (Dérivation selon un paramètre) Soit un système paramétré par θ ∈ Θ de sortienotée x(t, θ) et de noyaux notés {k(θ)
n }n∈N∗, où Θ est un intervalle de R. On suppose de plus que :(i) pour tout n ∈ N∗, θ 7→ k

(θ)
n est de régularité C1 ; (ii) {k(θ)

n }n∈N∗ et {∂θk(θ)
n }n∈N∗ appartiennent à

VS ; (iii) il existe ρ > 0 tel que pour tout θ ∈ Θ, les rayons de 
onvergen
e des séries {k(θ)
n }n∈N∗ et

{∂θk(θ)
n }n∈N∗ soient supérieurs ou égaux à ρ. Alors, {∂θk(θ)

n }n∈N∗ est une série de Volterra du système desortie t 7→ ∂θx(t, θ).Ce résultat est une 
onséquen
e de la 
onvergen
e normale des séries et de la règle de Leibniz.9Notons qu'une fon
tion limitante ϕ est stri
tement 
roissante et don
 bije
tive sur [0, ρ[.



2.2. SÉRIES DE VOLTERRA 45Système annulateur, prin
ipe d'équivalen
e et noyaux solution. Nous proposons i
i une mé-thode formelle pour 
al
uler les noyaux. Considérons le système entrée-état (2.18) initialement au reposave
 X=Rdx et U=R. On suppose que 
e système est représentable par une série de Volterra de noyauxde transfert {Hn}n∈N∗ , ve
toriels de dimension dx (
f. �gure 2.7 a©). Introduisons le système (Z) d'entrée
(x, u) et de sortie z = ∂tx − f(x, u) de sorte que z s'annule exa
tement pour les traje
toires du système
(S) : nous appelons (Z), le système annulateur de (S) (
f. �gure 2.7 b©).

u
−→ (S) : ∂tx = f(x, u) x

−→

PSfrag repla
ements
u

u

x{hn} Système annulateur (Z)sortie : z=∂tx−f(x, u)

z = 0

≡ ≡

u
−→ {hn} x

−→
u
−→ {zn = 0} z = 0

−→a© b©Fig. 2.7 � Système annulateur et prin
ipe d'équivalen
e de noyaux de Volterra.En exploitant les lois d'inter
onnexion dans le domaine de Lapla
e10, on trouve que les noyaux detransfert Zn mettent en jeu la même 
ombinatoire que (2.19-2.20) et que, ave
 les mêmes notations,
Zn(s1, . . . , sn) =

(
(s1+ · · ·+ sn) Idx

−A
)
H1(s1)−Rn(s1, . . . , sn) où R1(s1)=B et, pour tout n≥2, (2.24)

Rn(s1, . . . , sn) =
∑

(p,q)∈[0,n]2
N

2≤p+q≤n

∑

m∈(N∗)p

m1+···+mp=n−q

Dp,qf(0, 0)

p! q!

(
Hm1(s1+. . .+sm1), . . . , Hmp

(sm1+...+mp−1+1, . . . , sn), 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
q

)
, (2.25)et où Rn ne 
ontient que des noyaux de transfert Hm d'ordre m<n. Puisque les noyaux solution Hn sonttels que z=0 pour tout u, ils doivent rendre nul le système de noyaux Zn, i.e. pour tout n ∈ N∗, Zn = 0.L'équation (2.24) 
onduit alors à la forme algébrique ré
urrente expli
ite suivante

Hn(s1, . . . , sn) = W (s1+ · · ·+ sn)Rn(s1, . . . , sn), ave
 W (s) =
(
s Idx

−A)−1. (2.26)Pour de nombreuses appli
ations, f est polynomiale et 
onduit à une 
ombinatoire de Rn moins ri
heque dans 
e 
as général (2.25). L'utilisation du système annulateur prend alors un �intérêt supplémentaire�en pratique (
f. � 2.2.4-2.2.5). Mais, il est remarquable que, dans tous les 
as : (i) H1 est la fon
tion detransfert du système linéarisé ; (ii) les noyaux Hn≥2 s'é
rivent sous la forme (2.26), 
'est-à-dire, ave
 lepoint de vue du traitement du signal, que l'on �ltre par W (s) un signal 
onstruit par 
ombinaison mutli-linéaire du signal d'entrée et des sorties de noyaux d'ordre inférieur. Cette stru
ture 
orrespond à 
ellede (2.21), exprimée sur les signaux : on l'exploite pour 
onstruire des versions réalisables du système,
omposées de11 
as
ades de �ltres et de 
ombinaisons (instantanées) de signaux (
f. remarque 16(iii)).Remarque 17 (Dé�nition intrinsèque des systèmes linéaires et modules quotients [68℄)Dans l'appro
he 
omportementale développée par Willems [221, 222, 223℄ et le formalisme algébriqueintroduit par Fliess [68℄, un système linéaire est représenté de façon intrinsèque, sans imposer de formeKalmanienne [100, 101℄ ni de r�le spé
i�que d'entrée et d'état. Pour un système (Σ) : ∂tx = Ax+Bu ave

A∈R

dx×dx et B∈R
dx×du, on introduit : (i) le R[∂t]-module à gau
he F=

{∑I
i=0Ai∂

i
tx+

∑J
j=0 Bj∂

j
t u | I≥

0, J ≥ 0, Ai ∈ Rdx×dx, Bj ∈ Rdx×du
} �niment engendré par les variables libres x et u et (ii) le sous R[∂t]-module [z] =

{∑I
i=0 Ci∂

i
tz | I ≥ 0, Ci ∈Rdx×dx

} engendré par la variable z=Z[x, u] = ∂tx − Ax − Bu∈F .
(Σ) est le système pour lequel z = 0 (et tous les éléments de [z] sont nuls). Il peut être 
ara
térisé(sans attribuer de r�le à u et x) par la stru
ture que ses traje
toires donnent au module F , i.e. par lemodule quotient F/[z]. Bien que la stru
ture algébrique des systèmes linéaires soit perdue i
i12, le systèmeannulateur (Z) joue pour (S) un r�le analogue à l'opérateur Z pour (Σ) : il 
onstruit une variable z liéeà u et x que l'on souhaite annuler (dans le 
adre linéaire, on dit qu'on veut la rendre de torsion).10L'opérateur ∂t est asso
ié aux noyaux de transfert ∆′

1(s1) = s1, et ∆′
n≥2 = 0. Comme en remarque 16(ii), on doit
onsidérer 
et opérateur temporel dans le 
adre des distributions.11En général, 
ette stru
ture ne peut pas être réduite à 
elle de Hammerstein souvent utilisée en identi�
ation [62, 160, 182℄.12Pour f polynomiale, il faudrait 
onsidérer une algèbre engendrée par les 
ombinaisons multi-linéaires de ∂i

tx et ∂j
tu.



46 CHAPITRE 2. SYSTÈMES DYNAMIQUES ENTRÉE-SORTIERéalisation, simulation en temps dis
ret et anti-repliement. En notant xn la 
ontributiond'ordre n de la série (identique à (2.20) en 
hoisissant ǫ = 1), les équations (2.20-2.21) et (2.25-2.26)
onduisent à la réalisation dé
rite en �gure 2.8 en se limitant aux nmax=3 premiers ordres.PSfrag repla
ements (n=1) (n=2)
(n=3) (p+q=2)

(p+q=3)

u x1x1

x2x2

x3

xapprox
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W
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M0,3Fig. 2.8 � Réalisation des trois premiers ordres de la stru
ture générale (2.21-2.20), (2.25-2.26) danslaquelle les blo
s Mp,q représentent les fon
tions multi-linéaires 1
p! q!Dp,qf(0, 0) nourries par les p+ qsignaux, de haut en bas. Les blo
s grisés (à bord non arrondis) représentent les �ltrages asso
iés auxmatri
es de transfert WB et W .Ainsi, 
onstruire des simulations revient à 
onstruire des versions dis
rètes des �ltres de matri
ede transfert W (B est un ve
teur 
onstant) en utilisant les s
hémas numériques 
lassiques. Il apparaîtégalement que 
e système ne 
ontient pas de bou
le et que sa stabilité est ex
lusivement 
onditionnéepar 
elle du système linéaire asso
ié à W .Remarque 18 (
hoix de l'ordre de tron
ature) En pratique, l'ordre auquel on tronque la série estsouvent 
hoisi faible (< 10). On limite l'appli
ation à des entrées d'amplitude qui 
onduisent à desrésultats satisfaisants par 
omparaison aux résultats issus de solveurs standard adaptés. Ave
 B. Laro
he,nous avons fourni dans [A14℄, des bornes théoriques 
al
ulables de l'erreur de tron
ature, sur un domainede 
onvergen
e également 
al
ulable, pour la 
lasse des systèmes a�nes en l'entrée et analytiques en l'état,i.e. tels que Dp,qf(0, 0) = 0, si q ≥ 2.Pour les appli
ations audio, 
ette stru
ture permet de traiter simplement le rejet de repliement spe
traldû aux non-linéarités. En e�et, si a(t) et b(t) sont des signaux à bande limitée sur [−fa, fa] et [−fb, fb],respe
tivement, alors le signal c(t) = a(t) b(t) est aussi à bande limitée ave
 fc=fa+fb. Par 
onséquent, unrejet e�
a
e est obtenu en en
apsulant le traitement de l'ordre n par un sur-é
hantillonneur de fa
teur

Se = n en amont et le sous-é
hantillonneur asso
ié en aval (ou un seul traitement global de fa
teur
Se=nmax).Notons que dans les appli
ations oùW opère un �ltrage passe-bas assez séle
tif de fréquen
e de 
oupureinférieure à la fréquen
e de Shannon-Nyquist, l'opération de sous-é
hantillonnage peut se réduire à unesimple dé
imation : 
'est le 
as pour l'appli
ation sur le 
ir
uit éle
tronique audio présenté en � 2.2.6.



2.2. SÉRIES DE VOLTERRA 472.2.4 Appli
ation 1 : sons 
uivrésOn reprend i
i le problème de propagation non linéaire et amortie dans un tube droit (typiquement,de trombone) abordé en � 1.3. Dans [146℄, Ludovi
 Menguy et Joël Gilbert ont montré ave
 une analysedimensionnelle que, dans 
ette 
on�guration, la propagation peut être représentée ave
 réalisme par lasuperposition de deux ondes progressives quasi-dé
ouplées. Cha
une est gouvernée par une équation deBurgers modi�ée [145, (3.15)℄, qui retient les pertes vis
o-thermiques aux parois et la non-linéarité depropagation 
omme phénomènes dominants.Modèle. Pour l'onde de pression aller dans un tube initialement au repos (p = 0 pour tout x ≥ 0 et
t < 0) et for
é en x=0 par un signal u, une version adimensionnelle du modèle est donnée par (
f. e.g. [C18,tab. I-II et (4-6)℄)a© : ∀x > 0, ∀t > 0, ∂xp+ α ∂

1/2
t p =

β

2
∂t p

2 et b© : ∀t > 0, p(x=0, t) = u(t). (2.27)où p est la pression, x est la variable d'espa
e, t = t − x/c est le temps absolu (t) retardé du temps detransport (x/c), et α∂1/2
t est l'opérateur de dérivation fra
tionnaire (exemple 2 du tableau 2.1) représentantle mé
anisme d'absorption [134, tab. 4.3-4℄.Système annulateur et noyaux solution. A�n de 
onstruire une version 
uivrée du signal u(t),on 
her
he à déterminer les noyaux de Volterra du système (stationnaire) d'entrée u(t) et de sortie

y(t) = p(x, t), après une propagation de l'onde sur une distan
e x ≥ 0. Les noyaux 
onvolutifs et detransfert de 
e système sont paramétrés par x, et notés respe
tivement h(x)
n et H(x)

n , pour n ∈ N∗. Lesystème annulateur 
orrespondant à (2.27) 
onduit au s
héma fon
tionnel représenté en �gure 2.9.PSfrag repla
ements
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PSfrag repla
ements
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h

(x=0)
n

}u(t)=p(0, t) p(x=0, t) z = 0

−1

(Z, x=0)a© propagation dans le volume (x>0) b© 
ontr�le frontière (x=0)Fig. 2.9 � Diagramme fon
tionnel : 
as
ade des noyaux solution et du système annulateur asso
ié à (2.27)pour : a© l'équation dans le volume, b© le 
ontr�le à la frontière.En reprenant le prin
ipe du système annulateur et en exploitant les lois d'inter
onnexion dans ledomaine de Lapla
e, on obtient pour tout n ∈ N et (s1, . . . , sn)∈(C+
0 )n,a© : ∀x > 0, ∂xH

(x)
n (s1, . . . , sn) + α

√
s1+. . .+snH

(x)
n (s1, . . . , sn)−R(x)

n (s1, . . . , sn) = 0,ave
 R(x)
n (s1, . . . , sn) =

β

2
(s1+. . .+sn)

n−1∑

m=1

H(x)
m (s1, . . . , sm)H

(x)
n−m(sm+1, . . . , sn), (2.28)b© : H(x=0)

n − δ1,n = 0, où δ1,n = 1 si n=1 et δ1,n = 0 sinon (symbole de Krone
ker). (2.29)L'équation (2.28) 
orrespond à la somme (proposition 2(i)) de trois termes qui représentent dans l'ordre :(1) la 
as
ade de H(x)
n ave
 l'opérateur de dérivation ∂x (
f. la bran
he haute du système annulateur etla proposition 3) ; (2) la 
as
ade ave
 l'opérateur linéaire α∂1/2

t de fon
tion de transfert13 α√s (bran
hehaute, prop. 2(iii.a)) ; (3) l'inter
onnexion produit (prop. 2(iii.b)) puis la 
as
ade ave
 l'opérateur linéaire
β
2 ∂t de fon
tion de transfert β

2 s (bran
he basse). L'équation (2.29) indique que les noyaux en x = 0reproduisent le système identité.13Comme en � 2.1, s ∈ C
+
0 7→ √

s est la détermination prin
ipale de la ra
ine 
arrée.



48 CHAPITRE 2. SYSTÈMES DYNAMIQUES ENTRÉE-SORTIEA la pla
e des équations de type algébrique (2.24-2.25), on obtient i
i une séquen
e de problèmeslinéaires en H
(x)
n , di�érentiels par rapport à x (pour a©) ave
 
ondition à la frontière (pour b©). Larésolution 
onduit à, pour tout x ≥ 0, n ∈ N et (s1, . . . , sn)∈(C+

0 )n,
H

(x)
1 (s1) = G(x, s1), et si n≥2,

H(x)
n (s1, . . . , sn) =

∫ x

0

G(x− ξ, s1 + · · ·+ sn)R
(ξ)
n (s1, . . . , sn) dξ, (2.30)ave
 la fon
tion G : (x, s)∈R+×C

+
0 7→ e−αx

√
s. Ce
i nous a permis, ave
 Martin Hasler, de 
al
uler desexpressions analytiques exa
tes pour tous les ordres (
f. [A4℄). Pour n=2, on trouve

H
(x)
2 (s1, s2) =

β

2α
(s1+s2)

e−αx
√
s1+s2−e−αx (

√
s1+

√
s2)

−√s1+s2 +
√
s1+
√
s2

. (2.31)Réalisation de système et simulation pour les deux premiers noyaux. Pour appro
her 
esnoyaux, nous avons développés des représentations di�usives multi-variables (stage de Vanessa Smet,
f. p. 103). Cependant, les réalisations et approximations qui en dé
oulent restent trop lourdes pourobtenir une simulation faible 
oût. Une alternative e�
a
e est obtenue (
f. [C18, (26)℄) en multipliantle numérateur et le dénominateur de H(x)
2 par √s1+s2 +

√
s1 +
√
s2 qui 
onduit à un dénominateur àvariables séparées (2√s1√s2) et à 6 termes de la forme A(s1)B(s2)C(s1 + s2) dans 
ha
un desquels uneseule des deux entités (A,B) et C dépend de x. En regroupant les triplets qui représentent un mêmesous-système (i
i, qui di�èrent uniquement par une 
ommutation de A et B), quatre termes sont obtenus.Ils 
orrespondent aux bran
hes pointant sur l'opérateur +© de la réalisation donnée en �gure 2.10 a©.PSfrag repla
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ture de simulation à l'ordre 2Fig. 2.10 � Réalisation de H(x)
n de sortie yn pour n= 1, 2 : a© stru
ture ave
 les fon
tions de transfertexa
tes ; b© stru
ture de simulation numérique de dimension �nie in
luant un �ltre passe-bas PB dansle sur-é
hantillonneur, un �ltre de dérivation ave
 gain β

2D 
oupé à la fréquen
e de Shannon-Nyquist ensortie et des �ltres ARMA(p, q) où les valeurs de (p, q) sont indiquées dans 
haque blo
.



2.2. SÉRIES DE VOLTERRA 49Cette stru
ture implique des fon
tions de transfert irrationnelles de 5 types : √s (dérivation d'ordre
1/2), 1/

√
s (intégration d'ordre 1/2), G(x, s)/

√
s, G(x, s) et √sG(x, s). Après la pro
édure d'approxi-mation et d'optimisation dé
rite (méthode 2 en � 2.1 et voir les diagrammes de Bode de [C18, �g. 8℄ pourla qualité des résultats), nous avons obtenu une simulation des deux premiers noyaux (�gure 2.10 b©). La
omplexité algorithmique est d'environ 41Mflops pour une fréquen
e d'é
hantillonnage entrée-sortie de

44.1 kHz et un sur-é
hantillonage interne de fa
teur 2.Résultats. La �gure 2.11 présente les résultats obtenus pour : a© une forme d'onde ua(t) de typesinusoïdale ave
 une attaque 
ourte (20ms), un relâ
hement plus long (0.65s) et une fréquen
e lentementvariable (vibrato autour de 440Hz±5%) ; b© trois notes su

essives isolées dans un solo de trompette deChet Baker (le niveau moyen est réglé arti�
iellement à 150 dB
SPL

). Le 
as a© permet de bien visualiserla 
réation par le noyau d'ordre 2 d'un se
ond partiel en relation harmonique ave
 le signal d'entrée, etsa désa
tivation progressive dans la phase �nale du relâ
hement.
0.4 0.8 0 0.4 0.8 0 0.4 0.8 0 0.4 0.8

0.4 0.8 0 0.4 0.8 0 0.4 0.8 0 0.4 0.8

PSfrag repla
ements
time (in s)
time (in s)freq.(inHz)

pressure(inP
a)

7→

7→

+

+

=

=

1760

1320

880

440

0

4000

2000

0

−2000

−4000

0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

PSfrag repla
ements
time (in s)
time (in s)freq.(inHz)

pressure(inP
a)

7→

7→

+

+

=

=

8000

6000

4000

3000

3000

1500

0

0

−1500

−3000a© u = ua (sinusoïde ave
 vibrato) b© u = ub (extrait de Chet Baker)Fig. 2.11 � Spe
trogrammes et signaux de u 7→ y1 + y2 = yapprox 
al
ulés par la stru
ture de la �-gure 2.10 b© pour : a© u = ua (sinusoïde ave
 vibrato) et b© u = ub (extrait de Chet Baker).Un intérêt de 
e pro
édé est de fournir le signal de sortie sans 
al
uler l'état a
oustique à l'intérieurdu tube, et 
e
i, quelle que soit la longueur du tube 
onsidérée. Des objets temps réel (Max/MSP etplug-in VST) ont été développés ave
 R. Muller et T. Carpentier (développeurs à l'Ir
am). Ces objetsont depuis été utilisés dans des 
réations musi
ales14 : à gain �xé sur le signal 
apté par le mi
rophone,le �
uivrage� est a
tivé de façon 
roissante ave
 l'amplitude du signal émis par l'instrument 
omme poure.g. un trombone. Il suit don
 naturellement la nuan
e et le phrasé du musi
ien en donnant un nouvelattribut (de type distorsion �
uivrée�) à la sonorité de son instrument.En�n, mentionnons que des modèles de propagation de type équation des ondes ont été examinés etrésolus en séries de Volterra : (i) l'équation de Westervelt ave
 amortissement15 dans [C10℄ ; (ii) uneéquation des ondes non linéaire dans les tubes à se
tion variable pendant le stage de Mar
 Rébillat(
f. p. 103). Dans la se
tion suivante, nous traitons d'autres problèmes non linéaires pour le 
as de 
ordeset de poutres.
14Une exploitation originale a par exemple 
onsisté à faire 
uivrer arti�
iellement en temps réel des sons de saxophones(piè
e Brisures Mouvements de la 
ompositri
e Hyangsook Song).15Dans [C10℄, nous soulignons le fait que le terme d'amortissement en ∂3

t p 
ommunément utilisé dans 
ette équation (éta-blie e.g. dans [82℄) est sour
e d'instabilité. La version 
orrigée proposée est en ∂t∆.



50 CHAPITRE 2. SYSTÈMES DYNAMIQUES ENTRÉE-SORTIE2.2.5 Appli
ation 2 : 
ordes, poutre de Reissner et séries de �Green-Volterra�(thèse de David Roze)Cette partie expose les résultats qui ont été obtenus pendant le stage de Master 2R ATIAM (que j'aien
adré) puis la thèse de David Roze (dirigée par A. Mi
aelli-CEA et 
o-en
adrée par J. Bensoam-Ir
amet X. Merlhiot-CEA), ainsi qu'un résultat plus ré
ent toujours ave
 sa 
ollaboration.Corde de Kir
hho� non linéaire amortie ex
itée par une for
e à distribution spatiale statiqueModèle. On 
onsidère les ondes de dépla
ement transverse u(x, t) d'une 
orde �xée aux extrémités,initialement au repos, gouvernées par le modèle non linéaire (M1) sans dimension donné par (
f. [108,21℄ et 
f. [A8, tableau 1℄ pour les 
hangements de variables)a© : ∀x ∈]0, 1[, ∀t > 0, ∂2
t u+ α∂tu− β∂t∂2

xu−
(

1 + ε
[ ∫ 1

0

(
∂xu(x, t)

)2
dx

])
∂2
xu = Φ ftot, (2.32)b© : ∀x ∈ {0; 1}, u(x, t=0) = 0. (2.33)où la for
e d'ex
itation t 7→ ftot(t) est distribuée spatialement par une fon
tion statique x 7→ Φ(x) demesure 1, et où ε > 0, α > 0 et β > 0 quanti�ent respe
tivement les e�ets non linéaires, l'amortissement�uide et un amortissement �stru
turel�. Dans 
e modèle, la non-linéarité vient de l'augmentation de latension (
onsidérée uniforme) pour les grands dépla
ements.Système annulateur et noyaux solution. En reprenant le prin
ipe du système annulateur, développéen �gure 2.12, et en exploitant les lois d'inter
onnexion dans le domaine de Lapla
e, on obtient pour tout

n ∈ N∗ et (s1, . . . , sn)∈(C+
0 )n,a© : ∀x ∈]0, 1[,

[
(s1+. . .+sn)

2 + α(s1+. . .+sn)
]
H(x)
n (s1, . . . , sn)−

[
1 + β(s1+. . .+sn)

]
∂2
xH

(x)
n (s1, . . . , sn)−R(x)

n = 0,ave
 R
(x)
1 (s1)=Φ(x), et si n≥ 2, R

(x)
n (s1, . . . , sn)=ε

∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

∫ 1

0

[
∂xH

(x)
p (s1, . . . , sp) ∂xH

(x)
q (sp+1,...,sp+q

)
]
dx ∂2

xH
(x)
r (sp+q+1, . . . , sn).(2.34)b© : ∀x ∈ {0, 1}, H(x)

n (s1, . . . , sn) = 0. (2.35)Les deux premiers termes de l'équation 
orrespondent à la 
as
ade des noyaux et de l'opérateur linéaire(�gure 2.12 a©, bran
he du haut), R(x)
1 
orrespond à la 
ontribution de l'entrée (bran
he du bas) et R(x)

n≥2à la partie non linéaire (blo
 
entral grisé). L'équation (2.35) 
orrespond aux 
onditions de Diri
hlet.
2.
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iéà (2.32-2.33) pour : a© l'équation dans le volume, b© les 
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2.2. SÉRIES DE VOLTERRA 51On obtient ainsi une séquen
e de problèmes aux limites linéaires en les H(x)
n . Leur résolution 
onduità, pour tout n ∈ N∗, x ∈ [0, 1] et (s1, . . . , sn)∈(C+

0 )n,
H(x)
n (s1, . . . , sn) =

∫ 1

0

G(x, ξ, s1+. . .+ sn)R
(ξ)
n (s1, . . . , sn) dξ, (2.36)ave
 ∀s ∈ C

+
0 , G(x, ξ, s) =

cosh
(
(1 + x+ ξ) Γ(s)

)
− cosh

(
(1− |x− ξ|) Γ(s)

)

2 (1 + βs) Γ(s) sinh Γ(s)
, et Γ(s) =

√
s2 + αs

1 + βs
.où la ra
ine 
arrée est dé�nie par (2.3), 
omme pré
édemment.Remarque 19 Pour n = 1, la solution (2.36) 
orrespond à la solution du problème linéarisé fournie parla fon
tion de Green. Une analyse de la fon
tion s 7→ G(x, ξ, s) montre qu'elle est analytique sur C

+
0 . Deplus, tous les noyaux d'ordre pairs sont nuls (R(x)

2p = H
(x)
2p = 0).Dé
omposition modale. Cette solution peut aussi être dé
omposée sur les fon
tions propres {ek}k∈N∗ave
 ek(x) =

√
2 sin(kπx) qui dé�nissent une base orthonormée (hilbertienne) de L2(0, 1) : on introduitalors la dé
omposition modale H(x)

n =
∑

k∈N∗ H
[k]
n ek(x) où l'on trouve que H [k]

n = 〈H(·)
n , ek(·)〉L2(0,1) estdonné par, pour tout n ∈ N∗, k ∈ N∗ et (s1, . . . , sn)∈(C+

0 )n,
H [k]
n (s1, . . . , sn) = Gk(s1+. . .+ sn)R

[k]
n (s1, . . . , sn) où ∀s ∈ C

+
0 , Gk(s) =

[
s2+ (α+ βk2π2)s+ k2π2

]−1
,et R[k]

n = 〈R(·)
n , ek(·)〉L2(0,1) de sorte que R[k]

1 (s1)=〈Φ, ek〉L2(0,1) =déf. φk et, si n≥ 2,

R[k]
n (s1, . . . , sn)=εk

2π4
∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

∑

ℓ∈N∗

[
ℓ2H [ℓ]

p (s1, . . . , sp)H
[ℓ]
q (sp+1,...,sp+q

)
]
H [k]
r (sp+q+1, . . . , sn). (2.37)Une forme 
omplètement développée de 
ette dé
omposition a également été proposée. Elle permet demémoriser, de façon indépendante, tous les héritages provenant des dynamiques modales linéaires. Sa 
om-binatoire 
orrespond à 
elle d'une famille d'arbres ternaires qui est stru
turée par l'ordre des modes [A8,Déf. 1 et Thm. 1℄.Réalisation, résultats et limitations. Une réalisation obtenue à partir de (2.37) pour les noyauxd'ordre 1 ≤ n ≤ N = 3 est donnée en �gure 2.13.Pour la simulation, des versions numériques des �ltresGk(s), d'ordre 2, ont été implantées et le nombrede modes a été tronqué de sorte que les fréquen
es propres soient inférieures à la fréquen
e fech/(3N).Les résultats données dans [A8, � 7, �g. 23-28℄ 
orrespondent à fech = 44100Hz, N =3 (puis 5), K=20,une distribution spatiale en ar
he de 
osinus sur 4% de la 
orde et une ex
itation (a
adémique) en formede dent de s
ie sur 10ms ave
 des valeurs réalistes (
f. [A8, tab. 1℄ pour une 
orde de piano, de tensionréglée pour avoir un la 0 (A1) de fréquen
e f = 55Hz.Pour une for
e maximale de 5N, la 
ontribution non linéaire sur le dépla
ement est négligeable : 0.9mmpour l'amplitude de 
rête de la 
omposante linéaire 
ontre 0.012mm pour la 
omposante d'ordre 3. Pour

20N, elle 
ommen
e à être per
eptible (3.7mm 
ontre 0.5mm). Pour 40N, les 
rêtes des 
ontributionsdeviennent du même ordre de grandeur (7.4mm 
ontre 3.8mm). Pour 160N, l'approximation n'est plusvalide : la 
ontribution non linéaire devient très supérieure et irréaliste (ave
 29.5mm 
ontre 245.7mm).Ainsi, l'intérêt de 
ette appli
ation est d'apporter les premières variations de timbre dues à la non-linéarité (impaire) générée par l'a

roissement de la tension de la 
orde ave
 son dépla
ement. Les résultatsobtenus 
onduisent en e�et à un enri
hissement spe
tral qui améliore signi�
ativement le réalisme 
omparéà l'approximation linéaire. Néanmoins, outre l'e�et de tron
ature de la série, 
e
i reste limité a une plaged'amplitudes bornées. Quelques éléments quantitatifs sur le domaine de 
onvergen
e sont développés pourun modèle pro
he en page 62.En pratique, le développement en série est e�
a
e tant que, pour la dynamique globale, le terme nonlinéaire reste inférieur ou 
omparable à 
elui de l'amortissement pour la raison suivante.
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Fig. 2.13 � S
héma fon
tionnel d'une réalisation pour n ≥ N = 3 ave
 une pré
ision en o(ε) pourune distribution spatiale Φ dé
omposée sur K modes. Les �è
hes en pointillés isolent les 
ontributionslinéaires. La partie 
entrale isole la dynamique temporelle du mode k. La partie du bas isole la dynamiquedu terme intégral (les gains 1, k et K avant la mise au 
arré des signaux sont dus à ∂x).Remarque 20 (Modulation de fréquen
e, résonan
es internes et modes sé
ulaires) Pour defortes amplitudes, un e�et de la non-linéarité 
ubique dans le modèle est d'opérer une modulation defréquen
e. Les perturbations régulières sont mal adaptées à la re
onstru
tion d'un tel phénomène. Ceproblème bien 
onnu est 
lassiquement illustré sur l'exemple de l'os
illateur de Du�ng [50℄ : à 
ause desrésonan
es internes apportées par la non-linéarité 
ubique, les 
ontributions en perturbations régulièreshéritent d'un 
omportement à 
roissan
e polynomiale (exponentiellement stabilisé à l'in�ni pour le 
asamorti et non borné pour le 
as non amorti) in
ompatible ave
 la passivité du système. Ces termessont quali�és de sé
ulaires. Des méthodes ont été introduites pour traiter le 
as des systèmes en régimelibre : la méthode de Lindstedt-Poin
aré [169, 120℄ dans le 
as non amorti et la méthode des é
hellesmultiples [154, � 2.3℄. Pour les systèmes de dimension in�nie (toujours en régime libre ou for
é par dessignaux sinusoïdaux très simples), une famille de méthodes exploite les variétés invariantes de l'espa
edes phases du système, tangentes à l'origine aux sous-espa
es propres. Ces objets invariants, nommésmodes non linéaires [189, 190, 191℄, permettent de traiter des systèmes 
onservatifs ou amortis ainsi quele problème de leur rédu
tion d'ordre et l'étude de leur 
omportement. Cyril Touzé et Olivier Thomasont proposé une méthode de 
al
ul de 
es variétés qu'ils ont appliquée notamment à des modèles de typevon Kármán de plaques et de 
oques, et à l'étude de gongs, 
ymbales, et
 (
f. [206℄ et leurs travauxsuivants). Cette méthode est fondée sur la mise sous forme normale du système dynamique (travaux dePoin
aré [168℄ pour le 
as sans résonan
es internes, généralisés par Dula
 [53℄ pour le 
as de résonan
esinternes, voir aussi [4, 97℄). Ce type de te
hnique a également été utilisé pour e�e
tuer une rédu
tion demodèle de 
larinette dans [156℄. Dans tous les 
as, 
es méthodes sont limitées à des formes d'ex
itationtrès réduites. Un des obje
tifs de mon programme de re
her
he 
onsistera à re
her
her à adapter 
e typede représentations et méthodes de perturbations similaires aux 
as de systèmes entrée/sortie.



2.2. SÉRIES DE VOLTERRA 53Autres 
as traitésDans [A8℄, deux autres modèles ont été traités : (M2) le modèle (M1) ave
 des 
onditions aux frontièresdynamiques où u(x = 0, t) et u(x = 1, t) sont 
onsidérées 
omme deux entrées supplémentaires ; (M3) unmodèle de Kir
hho� à non-linéarité lo
ale donné par ∂2
t u+α∂tu−β∂t∂2

x−∂x
[(

(1−2ε
η

)√
1+η(∂xu)2

+2ε
η

)
∂xu

]
∂xu =

Φftot. Le 
as (M2) a été traité en introduisant des séries de Volterra à entrées multiples (
f. [A8, � 5℄),qui 
onduit à la réalisation fournie en [A8, �g. 17-18℄. Ce 
as est intéressant pour introduire, par exemple,le 
ouplage ave
 un 
hevalet et une table d'harmonie. Le 
as (M3) est mono-entrée. Il 
onduit à unestru
ture de réalisation analogue à 
elle de la �gure 2.13, mais dans laquelle les non-linéarités statiquesentre les deux ban
s de �ltres ont une 
ombinatoire un peu plus 
omplexe. La stru
ture reste néanmoins
reuse (
f. [A8, � 6, Thm. 4, �g. 20, 22 et (92)℄ pour une des
ription détaillée).Dans [179℄ (voir aussi [C28℄), un modèle de poutre de Reissner a été étudié par David Roze, en
ollaboration ave
 Joël Bensoam (
her
heur, Ir
am), Xavier Merlhiot (
her
heur, CEA-LIST), et moi-même (pour les représentations en série de Volterra et amortissements). Dans 
e modèle, la poutre est
onsidérée 
omme un 
ontinuum de disques indéformables empilés. Les déformations sont représentéespar leurs positions respe
tives sur le groupe SE(3) (3 translations pour pla
er le 
entre des disques et3 rotations pour �xer leur orientation). Le modèle dynamique 
onservatif a été établi à partir du prin
ipevariationnel et l'é
riture des énergies (
inétique et potentielle de déformation) sur l'algèbre de Lie asso
iée(se(3)). Dans sa thèse, David Roze a ajouté a posteriori des modèles d'amortissement proportionnel etstru
turel 
ompatibles, qui rendent le système dissipatif. La traje
toire est représentée par un ve
teur quifournit les 
oordonnées de déformation sur une 
arte adaptée (
arte exponentielle lo
ale entre l'algèbre etle groupe autour d'un point d'équilibre, 
f. [C28, � 3.4℄). Le système dynamique reliant la for
e d'ex
itationà 
e ve
teur de 
oordonnées a été représenté en série de Volterra : les noyaux ont été 
al
ulés en
ore ens'appuyant sur le prin
ipe de système annulateur et, 
omme pour la 
orde, par proje
tion modale. Cetravail a permis d'introduire les 
ouplages entre les vibrations transverses et de torsion, phénomènes quipeuvent s'exprimer en parti
ulier pour les 
ordes frottées et spé
ialement pour la 
ontrebasse.Formalisme en séries de �Green-Volterra� et appli
ation pour une for
e f(x, t)A la �n de la thèse de D. Roze, une généralisation des séries de Volterra au 
as d'entrées dépendantde l'espa
e et du temps a été abordée. Depuis, nous avons introduit ave
 lui un formalisme en série de�Green-Volterra�. Il 
ombine 
elui en �fon
tion de Green�, 
ouramment utilisé en physique pour résoudredes problèmes linéaires non homogènes, et 
elui des �séries de Volterra� adaptés aux problèmes faiblementnon linéaires (originellement di�érentiels). Nous le présentons et l'appliquons au 
as du modèle (M1) de
orde pour une for
e d'ex
itation distribuée f : (x, t) ∈ Ω× R+ 7→ f(x, t) ave
 Ω =]0, 1[. Ce travail a étéprésenté dans [C39℄ et un arti
le est soumis en revue. En partie � 2.2.7, nous présentons des résultats de
onvergen
e sur 
e type de problèmes, que nous avons traité ave
 B. Laro
he par appro
he perturbativeave
 des semi-groupes.La généralisation proposée i
i16 repose sur l'introdu
tion de noyaux spatio-temporels dé�nis 
i-dessous.Dé�nition 3 (Série de Green-Volterra) Un système d'entrée f : (x, t) ∈ Ω×R 7→ f(x, t) et de sortie
u : (x, t) ∈ Ω×R 7→ u(x, t) est dé
rit par une série de Green-Volterra de noyaux {kn}n∈N∗, si la sortie uest donnée par

u(x, t) =

+∞∑

n=1

∫

(Ω×R)n

kn(x, t, ξ1 , τ1 , . . . , ξn
, τ

n
) f(ξ

1
, τ

1
) . . . f(ξ

n
, τ

n
) dξ

1
dτ

1
. . . dξ

n
dτ

n
. (2.38)On montre que les résultats présentés en � 2.2.2 et � 2.2.3 se généralisent. En parti
ulier, pour lesproblèmes stationnaires, une version 
onvolutive des noyaux en les variables temporelles peut à nouveauêtre dé�nie kn(x, t, ξ1 , τ1 , . . . , ξn

, τ
n
) = kn(x, 0, ξ

1
, τ

1
−t, . . . , ξ

n
, τ

n
−t) déf.

= gn(x, ξ1, τ1−t, . . . , ξn, τn−t)à partir desquels des noyaux de transfert Gn peuvent être dé�nis dans le domaine de Lapla
e. En�n, leslois d'inter
onnexion et prin
ipe de système annulateur se généralisent également.16Au moment de la réda
tion de 
e manus
rit, nous avons nouvellement pris 
onnaissan
e de l'arti
le [119℄ de 2009 danslequel 
ette idée est déjà proposée et exploitée pour une appli
ation de pro
essus industriels.
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as de la 
orde, on obtient les noyaux de transfert solution suivants dans le domaine de Lapla
e,pour tout n ∈ N∗, (x, ξ1, . . . , ξn) ∈ Ω1+n et (s1, . . . , sn)∈(C+
0 )n,

Gn(x, ξ1, s1, . . . , ξn, sn) =

∫

Ω

G(x, ζ, s1+ · · ·+ sn)Rn(ζ, ξ1, s1, . . . , ξn, sn) dζ où G est dé�nie en (2.36),où R1(x, ξ1, s1) = δ(x − ξ1), et si n≥2, Rn(x, ξ1, s1, . . . , ξn, sn) = ε
∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

(∫

Ω

∂ζGp(ζ, ξ1, s1, . . . , ξp, sp)

× ∂ζGq(ζ, ξp+1, sp+1, . . . , ξp+q, sp+q) dζ
)
∂2
xGr(x, ξp+q+1, sp+q+1, . . . , ξn, sn). (2.39)A partir de 
ette équation, on trouve les points remarquables suivants :(i) Pour n = 1, on retrouve exa
tement le formalisme standard en fon
tion de Green, appliqué auproblème linéarisé (
e résultat est général) ;(ii) Pour n ≥ 2, la dé
omposition modale des noyaux de Green-Volterra de la 
orde 
onduit exa
te-ment à la même ré
urren
e qu'en (2.37).Ainsi, le résultat 
onduit à la solution simple et intuitive suivante : on retrouve la stru
ture initialede la �gure 2.13, dans laquelle ftot(t) est rempla
ée par f(x, t) et le premier étage de gains φk (1≤k≤K)est rempla
é par un étage de proje
tion modale 〈·, ek〉L2(0,1).Grâ
e à la forme modale de la réalisation obtenue, 
e résultat pourra être intégré dans le logi
ielModalys [26℄ de l'Ir
am.2.2.6 Appli
ation 3 : �ltre de synthétiseur Moog et extension de validité pourles systèmes à saturation par bou
lage lo
alement linéarisantLe 
ir
uit analogique du �ltre de synthétiseur Moog (Moog Ladder �lter, 
f. [151℄) est un �ltre passe-bas résonant à 4 étages qui est appré
ié en musique éle
tronique en raison de son 
ontr�le intuitif et dela signature sonore apportée par les saturations de ses transistors qui opère une modi�
ation de timbreidenti�able par l'auditeur. Il est aussi parfois utilisé dans un mode 
ritique où il devient auto-os
illant.Pour 
es raisons, l'étude de 
e 
ir
uit a donné lieu à plusieurs travaux [199, 92, 200, 196, 208℄ dans la
ommunauté des e�ets audio-numériques [229, 230℄ (voir [70, 227℄ pour le �ltre similaire à diodes dusynthétiseur EMS VCS3). Une version adimensionnelle de 
e �ltre (voir [A13, � 2℄ pour le s
héma du
ir
uit et les valeurs des 
omposants) est dé
rite par, pour tout t ∈ R+,

∂tx = f(x, u), ave
 f(x, u) = ωc




− tanh(x1) + tanh(u− 4rx4)
− tanh(x2) + tanh(x1)
− tanh(x3) + tanh(x2)
− tanh(x4) + tanh(x3)


 et x(0) = 0, (2.40)où ωc>0 est la pulsation de 
oupure et le gain de bou
le r∈ [0, 1] règle la qualité de la résonan
e.Des objets temps réel (Max/MSP et plug-in VST) ont été développés (ave
 R. Muller et T. Carpentier-Ir
am) à partir de la démar
he proposée en � 2.2.3 (système annulateur, 
al
ul des noyaux, réalisationet simulation sans repliement spe
tral). Pour des développements d'ordre 3 ou 5 (les noyaux d'ordrepair sont nuls), les résultats sonores sont satisfaisants si les signaux sont d'amplitude au plus 1.2. Maisaugmenter l'ordre de tron
ature n'est pas intéressant puisque même la 
onvergen
e des fon
tions desaturation tanh est perdue au-delà de π/2. Le développement standard en série de Volterra ne permetdon
 pas de 
ouvrir toutes les situations utilisées en pratique, spé
ialement, lorsque le �ltre est 
on�guréen mode très résonant. Nous avons aussi 
onstaté que le moyen intuitif fondé sur d'autres approximationspolynomiales que 
elle de Taylor17 n'apporte pas satisfa
tion, même s'il 
onduit à des amplitudes réalistesde signaux [A13, � 6.1 et �g. 13-14℄. La raison est que les saturations ont un e�et sur les temps de réponse
ara
téristiques du système, lo
alement, en plus de leur fon
tion d'é
rêtage de signal.17Par exemple, issus d'une optimisation sur une plage d'amplitudes plus large sous 
ontrainte de préserver le terme linéairepour ne pas modi�er la fréquen
e de 
oupure en petits signaux.



2.2. SÉRIES DE VOLTERRA 55Extension de la plage de validité. Une méthode alternative détaillée dans [A13, � 6.2℄ repose sur un
hangement d'état qui linéarise lo
alement le système en les nouvelles variables (
f. �gure 2.14) et rendle développement en séries de Volterra e�
a
e. Pour 
ela, on introduit un prédi
teur x̆ de l'état, 
omme
P 0
x =xT ou P 1

x (t)=xT +T∂txT où xT (t)=x(t−T ), son homologue ŭ pour l'entrée, et selon la pro
éduredé
rite dans [A13, � 6.2.1℄ (non détaillée i
i), on 
onstruit le système dynamique équivalent représenté en�gure 2.14. Celui-
i in
lut un système dire
t S̃ de sortie x̃=x − x̆ et à entrées multiples : (i) une entréeest ũ=u− ŭ ; (ii) une entrée se
ondaire (multi-variable) w est une fon
tion η des signaux de prédi
tion
x̆ et ŭ (signaux retardés d'un paramètre T et don
 simulables sans résoudre d'équation impli
ite).PSfrag repla
ements

u(t)

ŭ
(t

)

ũ(t)

w(t)

x̃(t) x(t)∈X

x̆(t)
Pu Pxη

S̃

Fig. 2.14 � Transformation du système original S en le système S̃.Quelques propriétés remarquables sont que : (i) si u est α-Lips
htzienne, alors |ũ|<αT de sorte querégler T permet de régler la quasi-linéarité de S̃ en la variable ũ et d'améliorer la qualité de l'approximationfournie par une série de Volterra tronquée même à un ordre faible ; (ii) les noyaux de Volterra multi-entréesde S̃ (notés i
i h̃nu,nw
où (nu, nw) représentent les ordres asso
iés aux entrées ũ et w) sont indépendantsde T (
f. [A13, �g. 18℄ pour la robustesse du système global en T ) ; (iii) l'entrée ũ est dite prin
ipaletandis que w est dite auxiliaire, au sens où lorsque ũ=0, w n'a au
une in�uen
e sur la dynamique de S̃(h̃nu,nw

=0 si nu=0, 
f. rq. 26, voir aussi [C36, � 4.C℄) ; (iv) Les noyaux alimentés ex
lusivement par ũsont identiques aux noyaux du système original : h̃nu,0 =hnu
.Ainsi, la bou
le agit sur le système et l'e�
a
ité de sa représentation en série de Volterra de manièreanalogue à un �e�et turbo� au sens où : (a) en a

ord ave
 (i) et (iv), elle améliore la qualité des résultatsfournis ave
 les mêmes noyaux (pour l'entrée prin
ipale ũ) que 
eux de S ; (b) la bou
le qui in
lut unretard T n'a d'e�et sur S̃ que si l'entrée prin
ipale ũ est a
tive. Grâ
e à 
ette méthode, la non-linéaritédu système est fortement reportée sur les prédi
teurs et la fon
tion η. Les résultats obtenus sur un �ltreà un étage 
onduisent à des dynamiques réalistes ave
 les prédi
teurs P 1

x et P 1
u (
f.[A13, � 6.2.4 et �g. 20℄pour fech=192 kHz et T =1/fech).Même si 
ette méthode fon
tionne en pratique, il reste qu'elle a plusieurs in
onvénients : (i) la lourdeurdes 
al
uls formels né
essaires pour générer η et les noyaux a
tivés par l'entrée auxiliaire ; (ii) à 
ause de

η, la maîtrise de l'anti-repliement est plus déli
ate ; (iii) l'étude non évidente de la stabilité.Aussi, quitte à perdre la maîtrise de l'anti-repliement, il est naturel de revenir à une appro
he alter-native aux développements en séries de Volterra, fondée sur une dis
rétisation de l'équation (2.40). Ce
ipose la question de la préservation des 
omportements stables ou auto-os
illants du système original.Analyse de stabilité de Lyapunov et dissipativité. Cette question a été abordée dans [C37℄ enétudiant la passivité du 
ir
uit et en 
her
hant à assurer une version numérique de son bilan énergétique.Le 
as simpli�é du système linéarisé fait apparaître une première di�
ulté : l'énergie physique sto
kéedans les 
ondensateurs (V (x)= 1
2x

Tx en version adimensionnée) ne dé�nit pas une fon
tion de Lyapunovsur le domaine de stabilité des paramètres (ωc, r) ∈ D0 = R
∗
+× [0, 1[ fourni par l'analyse des p�les de lamatri
e de transfert. On ne retrouve que le sous-domaine D1 =R∗

+×[0, 5/12[. Mais 
elui-
i est valable pourdes paramètres variant dans le temps, 
e qui n'assure pas l'analyse des p�les. Cette di�éren
e s'expliquedu point de vue physique par le fait que la bou
le du 
ir
uit est a
tive. Une étude plus �ne permet deretrouver le domaine maximal D0 : une fon
tion de Lyapunov adaptée est obtenue à 
ondition que leparamètre r soit statique, en exprimant l'énergie sto
kée par les ve
teurs propres [C37, � 4.3℄.Nous montrons que pour le 
ir
uit non linéaire, les résultats s'étendent dire
tement au domaine D1en prenant pour fon
tion de Lyapunov Vnl(x) =
∑4
k=1 ln coshx2

k. Pour le 
as D0, l'étude menée sur lesystème linéarisé s'avère plus déli
ate à adapter : le paramètre r doit être rempla
é par une fon
tion
ρr(x4) qui ne 
orrespond plus à un gain statique.Une perspe
tive est d'établir un s
héma numérique fournissant une version dis
rète du bilan de puis-san
e (
f. [136, 81, 11, 28℄). Un 
adre approprié est 
elui des systèmes à hamiltoniens à ports [52℄ (
f. � 4).
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ul de bornes de 
onvergen
e de séries de VolterraLes travaux et résultats exposés dans 
ette se
tion ont été menés en 
ollaboration ave
 Béatri
e Laro
he(DR INRA, UR 341, Mathématiques et informatique appliquées).Plusieurs résultats théoriques sur l'existen
e d'un rayon de 
onvergen
e sont disponibles : théorèmede la fon
tion limitante [15℄ pour les entrées bornées (
f. proposition 1 
i-dessus), 
as des systèmesdits �fading memory systems� pour des entrées 
ontinues [14℄, 
onvergen
e lo
ale en temps pour lessystèmes a�nes en la 
ommande, analytiques en l'état pour des entrées 
ontinues par mor
eaux [93, 115℄,
onvergen
e dans les espa
es Lp pour les opérateurs de Fliess [78℄. En revan
he, il n'y a que très peu derésultats utilisables en pratique et qui fournissent des estimations du rayon. Ainsi, on trouve un 
ritèrede 
onvergen
e pour les systèmes bilinéaires réels stationnaires, établi par R. Bro
kett [17℄, puis plusré
emment, quelques résultats s'appuyant sur les perturbations régulières [19℄, ou bien établis dans ledomaine fréquentiel [167, 95℄.Nous avons établi des résultats de type �entrée bornée/état borné� et aussi �à dé
roissan
e exponen-tielle�, plus pré
is et plus généraux. La 
lasse des systèmes examinés est 
elle des systèmes stationnaires
ausaux (2.18) tels que la non-linéarité f est analytique en l'état et a�ne en l'entrée. Nous présentonsd'abord des résultats obtenus sur les noyaux de Volterra pour des systèmes de dimension �nie et à 
ondi-tion initiale nulle (
f. [A9, A14℄ et [C19, C24, C36℄). Puis, nous traitons le 
as plus général des systèmesde dimension in�nie et ave
 une 
ondition initiale non nulle. Pour 
ela, nous exploitons le lien ave
 leformalisme en perturbations régulières, indiqué en � 2.2.1 ([C35℄ et arti
le en préparation).Systèmes 
onsidérés et 
adre fon
tionnel. Les espa
es T, X, U, U , X , Vn
X
, VS 
i-dessous sont dé�nisen page xii. La 
lasse de systèmes étudiés 
orrespond aux représentations d'état de la forme suivante :Pour tout t ∈ T, ∂tx = Ax+B u+ P (x) +Q(x, u), ave
 x(0)=xini ∈ X, et où (2.41)

P (x)=

∞∑

p=2

Ap(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
p

), Q(x, u)=

∞∑

p=2

Bk(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
p−1

, u), ave
 Ap∈MLk(X,X), Bp∈MLk−1,1(X,U,X).L'opérateur A∈L(X,X) est non nul, fermé, générateur d'un semi-groupe fortement 
ontinu S sur X deborne de 
roissan
e α, supposée stri
tement négative si T = R+. On note β > 0 la plus petite 
onstantetelle que pour tout t∈T, ‖S(t)‖L(X,X) ≤ β exp(αt). L'opérateur B appartient à L(U,X). Les opérateursmulti-linéaires Ap et Bp sont supposés tels que les fon
tions suivantes sont analytiques en z=0 :
A : z 7→

+∞∑

p=2

‖Ap‖MLp(X,X) z
p, et B : z 7→

+∞∑

p=2

‖Bp‖MLp−1,1(X,U,X) z
p−1. (2.42)Remarque 21 (Cas de dimension �nie et à entrée mono-dimensionnelle) Dans le 
as où l'étatest de dimension �nie (x ∈ X = Rdx), A est une matri
e de taille dx× dx, S(t) = eAt1R+(t), α =

max
(
ℜe(spe
A)

). Pour une entrée mono-dimensionnelle (U=R), B est une matri
e de taille dx×1.Pour la version linéarisée (P =0 et Q=0) du système (2.41), la notion de �mild solution� est dé�niede la façon suivante.Dé�nition 4 (�Mild solution� du système linéarisé) Soit u ∈ L∞loc(T,U). Soit x dé�ni pour tout
t ∈ T par x(t) = S(t)xini +

∫ t
0
S(t − τ)Bu(τ) dτ . Alors x ∈ C0(T,X), et x est appelée mild solution dusystème linéarisé.Par analogie, on dé�nit les �mild solutions� du système non linéaire 
omme suit.Dé�nition 5 (�Mild solution� du système (2.41)) Soit u ∈ L∞loc(T,U). Alors, x est appelé mildsolution de (2.41) si x ∈ C0(T,X) et satisfait, pour tout t ∈ T,

x(t) = S(t)xini +

∫ t

0

S(t− τ)
(
Bu(τ) + P

(
x(τ)

)
+Q

(
x(τ), u(τ)

))
dτ.Un résultat standard de [165, � 6℄ est que, pour une entrée u ∈ C0([0, T ],U), il existe une fon
tion unique

x ∈ C0([0, T ],X) telle que x est une �mild solution� de (2.41). Cependant, pour la 
lasse de systèmes
onsidérés i
i, on peut montrer que l'existen
e et l'uni
ité lo
ales de �mild solutions� s'étend au 
asd'entrées u ∈ L∞loc(T,U).
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ondition initiale nulleDans 
ette se
tion, on se limite d'abord au 
as des systèmes de dimension �nie (X = Rdx), à entréesimple (U = R) et à 
ondition initiale nulle (xini = 0, ave
 B 6= 0 pour que le système puisse être ex
ité).On note {kn}n∈N∗ la famille de noyaux de Volterra 18 du système (2.41).Notre résultat prin
ipal est donné par le théorème 1 qui repose sur la fon
tion F introduite 
i-dessous.Dé�nition 6 (Fon
tions F , G et rayon r) On dé�nit formellement la fon
tion F par
F(X) =

‖k1‖V1
X

+ κ B(X)

1− κ A(X)/X
ave
 κ ≥

∫

T

∥∥eAt
∥∥
L(X,X)

dt, (2.43)où A et B sont données en (2.42). On note r ∈ R∗
+ ∪ {+∞} le rayon de 
onvergen
e de F en x=0. Onintroduit alors la fon
tion G : x 7→ xF ′(x) −F(x) dé�nie sur [0, r[.Rappelons que κ et ‖h1‖V1

X

sont �nis 
ar on a supposé que toutes les valeurs propres de A sont stri
tementnégatives dans le 
as où T = R+ (il n'y a pas d'hypothèse sur A sinon).Théorème 1 (Borne ρ⋆ du rayon de 
onvergen
e) La famille de noyaux de Volterra {kn}n∈N∗ dusystème (2.41) appartient à VS. Le rayon de 
onvergen
e de sa fon
tion limitante est supérieur ou égalà ρ⋆ > 0 ave
a© : ρ⋆ = lim
x→r−

x

F(x)
si G n'a pas de ra
ine sur [0, r[, et b© : ρ⋆ =

σ

F(σ)
sinon, (2.44)où σ est l'unique ra
ine de G sur [0, r[ dans 
e dernier 
as. De plus, pour tout u ∈ U tel que ‖u‖ < ρ⋆, lasérie (2.22) est normalement 
onvergente dans X et sa somme est une fon
tion bornée sur T, absolument
ontinue. Elle est solution du système au sens de la dé�nition 5.Remarque 22 Le 
as à non-linéarités P et Q polynomiales 
onduit au 
as b© (
f. [C24℄).La preuve de 
e théorème repose sur l'utilisation d'outils d'analyse 
ombinatoire [65℄ et s'organise selonles étapes te
hniques suivantes (détaillées dans [A14℄) :Etape 1 : en exploitant la dé�nition ré
urrente des noyaux kn, on montre que la suite

ψ1 = ‖k1‖V1
X

, et si n≥2, ψn = κ

n∑

p=2

(
‖Ap‖MLp(X,X)

∑

m∈(N∗)p

m1+···+mp=n

p∏

i=1

ψmi
+ ‖Bp‖MLp−1,1(X,U,X)

∑

m∈(N∗)p−1

m1+···+mp−1=n−1

p−1∏

i=1

ψmi

)(2.45)
onstruit une suite majorante des normes ‖kn‖Vn
X
;Etape 2 : on montre que la série formelle génératri
e Ψ(z) =

∑
n∈N∗ ψnz

n satisfait l'équation impli
ite
Ψ(z) = z F

(
Ψ(z)

) ;Etape 3 : En utilisant le lemme d'inversion analytique dans le 
as a© ou le théorème d'inversion sin-gulière dans le 
as b©, on trouve que Ψ est analytique en z = 0 et que ρ⋆ est une borne inférieure(
as a©) ou la valeur exa
te (
as b©) de son rayon de 
onvergen
e ;Etape 4 : on obtient le résultat de 
onvergen
e par la proposition 1 en remarquant que la fon
tionlimitante ϕ est telle que ϕ(x) ≤ Ψ(x) < +∞ pour tout x ∈ [0, ρ⋆[ ;Dans le 
as à dimension �nie, on prouve que la somme est absolument 
ontinue et que sa dérivée temporelleappartient à X de sorte qu'elle dé�nit même une solution dite �faible� [A14, Thm. 3 et anx. B℄.Une borne sur l'erreur de tron
ature de la série est obtenue en é
rivant les inégalités entre les restesdes séries dé�nie par φ et Ψ.Proposition 4 (Erreur de tron
ature) On note RNx, RNφ et RNΨ les restes d'ordre N ∈ N∗ desséries dé�nies par (2.22), la proposition 1 et l'étape 2 
i-dessus. Alors, pour tout u ∈ U tel que ‖u‖U < ρ⋆,on a ‖RNx‖X ≤ RNϕ(
‖u‖U

)
≤ RNΨ

(
‖u‖U

).18Ceux-
i peuvent être 
al
ulés formellement en suivant la démar
he proposée en � 2.2.1, ou en utilisant le prin
ipe dusystème annulateur (
f. [A14, proposition 1℄ pour des expressions détaillées de hn, en version non stationnaire.
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he, petits bonheurs, et souvenirs dans la vie de 
her
heur) Pour met-tre au point 
es résultats, la première 
lasse de systèmes que nous avons étudiée fut la plus simplepossible : 
elle des systèmes à non-linéarité quadratique en l'état [A9℄. Dans 
e 
as, le 
al
ul des ψnfait apparaître une 
ombinatoire en nombres de Catalan. En les indexant à partir de n = 1, 
eux-
isont donnés par ψ1 = 1 et ψn =
∑n−1

k=1 ψkψn−k, dont on 
onnaît expli
itement la fon
tion génératri
e
Ψ(z)=

∑+∞
n=1 ψnz

n= 1−
√

1−4z
2 . Ce
i nous a permis d'obtenir le résultat sans re
ourir au théorème d'in-version singulière dans l'étape 3. Une extension aux systèmes à entrées multiples a aussi été obtenue [A9,� 4℄. Un jour de septembre 2006, notre enthousiasme augmenta radi
alement lorsque nous retrouvions
ette fon
tion génératri
e (C(z) = Ψ(z)

z en indexant les nombres de Catalan depuis n = 0) parmi lesexemples élémentaires [65, page 6℄ 
hoisis par Philippe Flajolet et Robert Sedgewi
k dans le préambule deleur livre19 �Analyti
 
ombinatori
s�. Cet exemple était pris pour illustrer et motiver les outils développésdans les quelques 800 pages suivantes... Nous y dé
ouvrions une 
lef (de base pour les mathémati
iens dudomaine) permettant de généraliser nos résultats : le théorème d'inversion singulière. En environ deuxheures de temps, nous avions envoyé un 
ourrier éle
tronique à Philippe Flajolet et 
elui-
i nous appe-lait : après quelques questions et é
hanges s
ienti�ques, nous étions orienté vers un 
ours 
ommençantquelques jours plus tard à propos des outils que nous 
her
hions20 et un exposé [F18℄ sur �les séries deVolterra pour la résolution d'EDP non linéaires� était programmé dans son équipe.A 
es souvenirs, se joignent don
 des pensées toutes parti
ulières pour Philippe Flajolet qui est dé
édéen mars 2011.Exemples. Nous présentons i
i des résultats sur quatre exemples a
adémiques. Les systèmes 
onsidéréssont : 1© un système 1D amorti à non-linéarité 
ubique ; 2© une stabilisation ave
 saturation d'un système1D ; 3© un os
illateur ave
 amortissement non linéaire ; 4© un pendule amorti. Les modèles et le 
al
uldes quantités 
lef F , σ et ρ⋆ sont donnés dans le tableau 2.3.1© Système 1D amorti à non-linéarité 
ubique(0 < a, ε ∈ R, T = R+) 2© Stabilisation ave
 saturation d'un système 1D(0 < a < γ, T = R+)
∂tx = −ax+ εx3 + u ∂tx = ax− tanh(γx) + u
A = −a, B = 1, P (x) = εx3, Q = 0 A = a− γ, B = 1, P (x) = γx− tanh(γx), Q = 0

F(X)= 1
a−|ε|X2 , σ=

√
a

3|ε| F(X)= X
(2γ−a)X−tan(γX) , σ= 1

γ arctan
√

1− a
γ

ρ⋆ = 2
3

√
a33|ε| ρ⋆ =

(
2− a

γ

)
arctan

√
1− a

γ −
√

1− a
γ3© Os
illateur ave
 amortissement non linéaire 4© Pendule amorti(a > 0, b > 0, ω > 0, T = [0, T ], T > 0) (a > 0, ω > 0, T = [0, T ], T > 0)On note ν = ‖k1‖V1

X

et κ =
∫ T
0

∥∥eAt
∥∥
L(X,X)

dt (valeurs 
al
ulées numériquement pour 
haque T )
∂2
t x1 + 2a∂tx1 + b(∂tx1)

3 + ω2 sinx1 = u ∂2
t x1 + 2a∂tx1 + ω2 sinx1 = u

x=

(
x1

∂tx1

), A=

(
0 1
−ω2 −2a

), B=

(
0
1

), x, A, B : idem que pour 3©
P (x) = −b x3

2B, Q = 02×1 P (x) = −ω2 (sinx1 − x1)B, Q = 02×1

F(X)= ν
1−κ bX2 , σ=1/

√
3κ b F(X)= ν X

X−κω2 (sinhX−X) , σ=ln
(
1+ 1+

√
1+2κω2

κω2

)

ρ⋆ = 1
ν
√

3κ b
ρ⋆ =

σ−κω2
(

sinhσ−σ
)

νTab. 2.3 � Systèmes 1©- 4© et 
al
uls des rayons ρ⋆ asso
iés.19De plus, les auteurs ont 
hoisi de proposer 
e livre en a

ès libre au format pdf, même avant sa dernière version �xéeen 2009. Ce 
hoix est très probablement l'une des raisons qui a permis à notre théorème 1 de voir le jour.20Nous remer
ions 
haleureusement Mi
hèle Soria qui nous a a

ueilli dans son 
ours sur l'analyse de la 
omplexité desalgorithmes à l'Université Paris 6-UPMC.



2.2. SÉRIES DE VOLTERRA 59Système 1© : Les simulations en �gure 2.15 montrent que la borne ρ⋆ 
orrespond au rayon de 
onvergen
eexa
t de la série de Volterra. En e�et, si ε > 0, 
e rayon 
oïn
ide même ave
 la limite de stabilité dusystème réel (
f. �gure 2.15a-
). Si ε<0, le système réel devient asymptotiquement stable mais on observesur les simulations que la série de Volterra diverge lentement pour des entrées e > ρ⋆. Plus généralement,
ρ⋆ fournit i
i une borne exa
te pour le système 1© en autorisant des entrées et des paramètres ε et a
omplexes, si la borne de dé
roissan
e α = −ℜe(a) est négative.
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 : ǫ > 0, e=1.05>ρ⋆ 1©d : ǫ < 0, e=1.4>ρ⋆Fig. 2.15 � (Exemple 1©) Simulations de x pour a = 0.65 et ρ⋆ = 1 (|ε| = 0.04068). L'entrée u(t) vaut

e pendant 25 s puis −e pendant 25 s. Deux 
on�gurations sont examinées : ε > 0 (a-
) et ε < 0 (d). Onobserve que, pour 
e système 1©, la borne ρ⋆ 
oïn
ide ave
 le rayon de 
onvergen
e (
f. 1©
).Système 2© : La simulation en �gure 2.16 2© illustre bien l'apport des premières 
ontributions de la série.Pendant les dix premières se
ondes, l'entrée a une amplitude voisine de ρ⋆ (i
i, 0.8ρ⋆). On y observeque : (1) l'approximation linéaire est assez mauvaise, (2) 
elle d'ordre 3 est signi�
ativement meilleure,et (3) 
elle d'ordre 5 est déjà ex
ellente. Pendant les dix dernières se
ondes, l'amplitude est plus faible etles 
ontributions non linéaires sont moins utiles.La partie entre 5s et 10s révèle, quant à elle, une limitation de notre résultat. Le signal d'entrée
ontient i
i une 
omposante 
onstante et une autre sinusoïdale de fréquen
e élevée (plus élevée que labande passante du système linéarisé). Il se passe alors le phénomène suivant : alors que l'entrée atteint lalimite de 
onvergen
e en norme in�nie (à 
haque maximum de la sinusoïde), le 
omportement passe-basdu système fait que la 
omposante sinusoïdale a �nalement peu d'impa
t. L'approximation linéaire estdéjà 
orre
te et 
elle d'ordre 3 très bonne.Ce défaut peut être en partie 
orrigé en 
onsidérant un 
ritère de 
onvergen
e non pas sur la normede l'entrée, mais sur 
elle de la 
ontribution linéaire x1. L'idée est qu'on tient 
ompte, à l'ordre 1, del'atténuation que peut donner le système en fon
tion du 
ontenu fréquentiel de l'entrée, avant d'appliquerune norme in�nie et de tester le 
ritère. Ce résultat est présenté 
i-dessous (� 2.2.7).Terminons par une observation sur le 
as d'entrées 
ausales 
onstantes. Pour 
e type d'entrées, l'ana-lyse de stabilité théorique 
onduit à une amplitude limite 
onnue, donnée par Ulim =
√

1− a/γ −
(a/γ) ar
tanh√1− a/γ. Puisqu'il s'agit d'entrées parti
ulières, 
ette valeur Ulim est supérieure à ρ⋆,mais on observe sur la �gure 2.17 2©, qu'elle s'en rappro
he pour de faible gain de bou
le γ.
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2© : a=1, γ=2 (ρ⋆=0.2161) 3© : a=2, b=1, ω=3 (ρ⋆≈2.5) 4© : a=2, ω=1 (ρ⋆T=1.5 ≈ 3)Fig. 2.16 � (Exemples 2©- 4© du tableau 2.3) Simulations de traje
toires pour des entrées u(t) 
omposéesde : 2© une 
onstante de valeur 0.8ρ⋆ (10 s), suivie d'un saut sur une sinusoïde 
entrée sur 0.5ρ⋆, d'ampli-tude de 0.5ρ⋆ et de fréquen
e de 0.8Hz (10 s), suivie une rampe linéaire dé
roissante jusqu'à zéro ; 3© uneentrée u(t) en 
réneaux 
entrés d'amplitude ρ⋆ ; 4© une 
onstante u(t)=ρ⋆T=1.5≈3.Systèmes 3©- 4© : Ces systèmes sont des os
illateurs amortis qui ont des versions linéarisées identiques. Aparamètres (a, ω) identiques, ils partagent don
 le même noyau k1 et les mêmes valeurs ν = ‖k1‖V1
X

et
κ =

∫ T
0

∥∥eAt
∥∥
L(X,X)

dt. Dans les illustrations, 
es valeurs ont été 
al
ulées numériquement pour plusieursdurées T de l'horizon de temps T=[0, T ] d'analyse.On sait que le système 3© est in
onditionnellement stable. Sa simulation pour une entrée de norme
‖u‖U = ρ⋆ ave
 T = R+ 
onduit à de bons résultats à partir d'une approximation d'ordre 5 (
f. �-gure 2.16 3©).Pour le système 4© ex
ité par des entrées 
onstantes, la limite de stabilité du point d'équilibre nul est
Ulim = 1. On retrouve don
 bien que Ulim majore ρ⋆ (pour T = R+) quelle que soit la valeur a≥ 0 del'amortissement (
f. �gure 2.17 4©a). Le rayon de 
onvergen
e est une fon
tion 
roissante de a. Pour desdurées T su�samment 
ourte, le système ex
ité n'a pas le temps de se déséquilibrer : on retrouve aussi
e résultat sur le rayon de 
onvergen
e qui est une fon
tion dé
roissante de T et dépasse en e�et Ulim=1aux basse valeurs de T (
f. �gure 2.17 4©b).Con
ernant les simulations temporelles, on voit sur la �gure 2.16 4©, que la traje
toire de la positionangulaire du pendule 
roît, puisque l'entrée 
ausale 
onstante est telle que u = 1.55 > Ulim. L'horizonmaximal sur lequel la 
onvergen
e est garantie par le théorème 1, 
'est-à-dire tel que ρ⋆ = 1.55, 
orrespondà T =3 (
f. �gure 2.17 4©b). Et, sur 
et horizon T = [0, 3], on observe en �gure 2.16 4© que la traje
toireest bien approximée dès l'ordre trois.Ce
i amène à s'interroger sur les ordres de tron
ature �intéressants� et la qualité des approximations.Si l'on 
her
he à déterminer le plus petit terme de la série pour en avoir un indi
ateur de divergen
e, onobtient : n=9 si t<9.23, n=7 si 9.23<t<11.4 et n=1 si t>11.4.Remarque 24 (Une perspe
tive sur les séries divergentes) Les développements en séries diver-gentes [13, 83, 173℄, les transformées à opérateur de resommation et la maîtrise de l'ordre de tron-
ature au plus petit terme sont des outils intéressants à étudier et appliquer aux séries de Volterra, pour
onstruire des approximations e�
a
es.Dans les exemples 1©- 4©, la fon
tion Q est toujours nulle. Illustrons maintenant son e�et (Q 6=0) enmodi�ant l'exemple 1© en l'exemple 1©bis : ∂tx = −ax + εx3 + η xu + u ave
 η > 0. Le 
al
ul du rayonde 
onvergen
e peut être mené numériquement : on a F(X)= 1+|η|X

a−|ε|X2 , σ est l'unique ra
ine positive de
a − 3 |ε|X2 − 2 |εη|X3 = 0 et ρ⋆ = σ/F(σ). La �gure 2.17 1©bis illustre la dé
roissan
e de ρ⋆ ave
 η > 0.Un 
al
ul asymptotique de σ puis ρ 
onduit à ρ⋆ ∼ a/η pour η → +∞.Terminons par deux remarques dé
rivant des extensions du théorème 1 que nous avons établies.Remarque 25 (Extension aux signaux entrée-état exponentiellement amortis) Pour α < 0 et
T = R+, si l'entrée u est majorable par une exponentielle dé
roissante, alors l'état l'est également. Cerésultat est détaillé dans [A14, � 5℄. Il repose sur des adaptations des espa
es U , X , Vn

X
, 
e qui modi�e lafon
tion F mais pas l'algorithme de 
al
ul.
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4©a : ρ⋆ en fon
tion de a ave
 T = R+ 4©b : T 7→ ρ⋆(T ) pour a=2 (-) et a=10 (- -)
T = [0, T ] ave
 T > 0Fig. 2.17 � (Exemples 1©bis, 2© et 4©) : tra
é de rayons de 
onvergen
e 
al
ulés numériquement, enfon
tion des paramètres des systèmes. Dans la sous-�gure 2©, la 
ourbe du dessus (- -) représente la limitethéorique de stabilité pour des entrées 
ausales 
onstantes (Ulim =

√
1− a/γ− (a/γ) ar
tanh√1− a/γ).Remarque 26 (Extension pour les systèmes à entrées multiples) Dans le 
as d'entrées multiples

(u1, . . . , ud) ∈ Ud, on introduit des noyaux km à index multiple m = (m1, . . . ,md) ∈ M∗ = Nd \ {0d}où mi est l'ordre de la non-linéarité asso
iée à l'entrée ui. La série (2.22) est adaptée en x(t) =
∑

m∈M∗
∫

Tm km(t, τ1, . . . , τm)
( ∏d

i=1

∏m1

j=1 ui(τm1+···+mi−1+j)
)

dτ1 . . . dτn ave
 m = m1 + · · · + md. Lagénéralisation pour le 
al
ul des noyaux s'e�e
tue sans di�
ulté (
f. [C36, A13℄), mais l'étude de la
onvergen
e né
essite une légère adaptation et amène à distinguer les types d'entrées. Si la i-ième 
o-lonne de B est nulle, alors21 kei
= 0 et l'entrée ui est dite auxiliaire. Dans le 
as 
ontraire l'entrée estdite prin
ipale. Tant que les entrées prin
ipales sont nulles, le système reste à l'équilibre. Cette hiérar-
hie de types d'entrées joue don
 un r�le dans la 
onvergen
e de la série de Volterra. Elle est prise en
ompte à travers un ratio γ qui quanti�e l'importan
e relative des entrées des deux types et une adap-tation de F qui devient dépendante de γ. Ce ratio est γ = Uaux/Uppal où Uaux =

∑
i∈Iaux

‖ui‖U et
Uppal =

∑
i∈Ippal

‖hei
‖V1

X

‖ui‖U . On obtient alors unrayon de 
onvergen
e paramétré γ 7→ ρ⋆γ qui s'ap-plique aux entrées prin
ipales, sous la 
ontrainte que
Uaux < γUppal. Finalement, le domaine de 
onver-gen
e est dé
rit par Uppal < ρ⋆γ et Uaux < γρ⋆γ. Cesdé�nitions et résultats sont présentés dans [C36℄.On y trouve aussi une illustration sur le système
∂2
t x1 + 2a∂tx1 + (1 + εx2

1 + u2)x1 = u1 (os
illateurde Du�ng amorti, ex
ité par l'entrée prin
ipale u1 etave
 une entrée auxiliaire u2 de modulation de fré- 0 0.5 1 1.5 2 2.5
0
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1.6PSfrag repla
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‖

quen
e). La �gure 
i-
ontre illustre le résultat obtenu pour a=0.65, ε=0.1 et plusieurs horizons T=[0, T ].21On note i
i {e1, . . . , ed} la base 
anonique de Rd.
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ondition initialeCette denière se
tion sur les séries de Volterra traite des systèmes (2.41-2.42) de dimension in�nie ave

ondition initiale xini ∈ X, où U et X sont des espa
es de Bana
h. L'idée est de reprendre la démar
heprésentée en � 2.2.1 dans laquelle on 
onsidère aussi les 
onditions initiales 
omme une perturbation :on les marque par ǫ via le 
hangement de variable xini = ǫx̃ini. Une solution formelle de (2.41-2.42) est
x =

∑+∞
n=1 xn où x1 est donné par la dé�nition 4 et, si n≥ 2, xn(t) =

∫ t
0 S(t − τ)rn(τ) dτ . Dans 
etteexpression, rn est donné par (2.20) dans laquelle les Dp,qf(0,0)

p! q! sont rempla
és par les opérateurs multi-linéaires Ap si q=0, Bp si q = 1, et 0 sinon. En travaillant sur les xn plut�t que les noyaux et en utilisantles mêmes étapes que dans le théorème 1, nous avons pu aboutir à des résultats similaires.Considérons un système (2.41-2.42) ave
 Q = 0. Soit ρ⋆ dé�ni 
omme dans le théorème 1 pour
F(X) = 1

1−κA(X)/X où κ ≥ ∫
T
‖S(t)‖L(X,X) dt, et soit Ψ la fon
tion analytique en 0, de rayon ρ⋆, telleque Ψ(z) = z F

(
Ψ(z)

). On a alors les résultats suivants.Théorème 2 (Convergen
e, 
as Q=0) Soient xini ∈ X et u ∈ U tels que ‖x1‖X < ρ⋆. Alors, lasérie x =
∑+∞
n=1 xn est normalement 
onvergente dans X et ‖x‖X ≤ Ψ

(
‖x1‖X

). Plus pré
isément,
ǫ 7→ Ψ

(
ǫ ‖x1‖X

) est une fon
tion dominante de ǫ 7→∑+∞
n=1 ǫ

n xn pour tout ǫ 
omplexe tel que ǫ‖x1‖X < ρ⋆.Il s'en suit que, pour tout N ∈ N∗, le reste RNx de la série est borné par 
elui de la série de Taylor de
Ψ, évalué en ‖x1‖X , 
'est-à-dire, que ‖x−∑N

n=1 xn‖X ≤ RNΨ
(
‖x1‖X

).Pour un système a�ne en l'entrée (Q 6=0), 
e résultat s'adapte 
omme suit.Théorème 3 (Convergen
e, 
as Q 6=0) Pour ω ≥ 0, on introduit F(X) = 1+κωB(X)
1−κA(X)/X et les objets ρ⋆ωet Ψω asso
iés. Soient xini ∈ X, u∈U et ω ∈ R+ tels que ‖u‖U ≤ ω ‖x1‖X et ‖x1‖X < ρ⋆ω. Alors, on a lemême résultat que le théorème 2 ave
 ρ⋆ω et Ψω.On montre que ω 7→ ρω est une fon
tion stri
tement dé
roissante de sorte que le résultat le plus largesur x1 est obtenu en 
hoisissant ω le plus petit possible. Remarquons que si Q = 0, alors on retrouvele théorème 2. En e�et, B = 0 de sorte que Fω, ρ⋆ω et Ψω sont indépendantes de ω et que l'inégalité

‖u‖U ≤ ω ‖x1‖X n'est plus 
ontraignante.Une première version des théorèmes 2-3 et une illustration sur un exemple a
adémique (modèle 1Dréa
tion-di�usion) ont été présentées dans [C35℄. Nous donnons dans l'exemple 5© 
i-dessous une illus-tration pour un 
as pro
he de la 
orde.Exemple 5 : modèle non linéaire d'Euler-Bernoulli d'une poutre amortie. On 
onsidère lemodèle d'Euler-Bernoulli [80, 76℄ d'une barre amortie, initialement au repos et simplement supportée auxextrémités, dé
rit par (en version adimensionnée), pour tout z ∈ Ω =]0, 1[ et t ∈ T = R+,
∂2
tw + 2 (a+ b∂4

z) ∂tw + ∂4
zw − η

(∫ 1

0

(
∂zw

)2
dz

)
∂2
zw = Φ ftot, (2.46)ave
, en z ∈ {0; 1}, w(z, t) = 0 (extrémité �xée) et ∂2

zw(z, t) = 0 (moment de �exion nul). Les 
oe�
ients
a > 0 et b > 0 sont les paramètres d'amortissement �uide et stru
turel, η > 0 est la 
onstante du 
ouplagenon linéaire entre le moment de �exion et le dépla
ement (sous l'hypothèse de von Kármán [154℄).Ce modèle se ré
rit sous la forme (2.41-2.42) ave
 u = ftot ∈ U = R et x = [w, ∂tw]T dans un
adre fon
tionnel bien posé non détaillé i
i, qui s'appuie sur [94℄. Sous l'hypothèse que les amortissementssoient tels que a

π2 + bπ2 < 1 et 2b(a− bπ4) ≤ 1, on trouve que le premier mode de la barre est os
illantet le moins amorti de tous. La borne de dé
roissan
e est alors α = −(a + bπ4). De plus, on trouveque ∫
T
‖S(t)‖L(X,X) dt ≤ κ = 1

|α| et que ‖A3‖ML3(X,X) ≤ η

2
√

10
. Ces valeurs 
onduisent à la fon
tion

F(X) = 1
1−λX2 ave
 λ = 1

3
√

10

∣∣ η
α

∣∣ dont on déduit σ = (3λ)−
1
2 et ρ⋆ = 2

3
√

2λ
= 2 4√10

3

√∣∣α
η

∣∣.Des simulations ont été faites dans le 
adre simple mais exa
t où la distribution spatiale Φ de l'ex
ita-tion ftot 
orrespond à une 
ombinaison linéaire des K premières fon
tions propres du problème linéarisé.Ce
i 
onduit à un système de dimension �nie et permet de simuler et 
omparer les traje
toires 
al
uléespar un solveur standard d'équations di�érentielles ordinaires (ode15s, Matlab) et par réalisation en sériesde Volterra (i
i, jusqu'à l'ordre 7) utilisant des systèmes linéaires 
as
adés (lsim, Matlab). L'entrée est
hoisie proportionnelle à 1[0,θ](t).



2.2. SÉRIES DE VOLTERRA 63Deux 
on�gurations (C1) et (C2) ont été testées : (C1) θ = 3 , K = 1, a = 0.999π2, b = 0 (pro
hedu régime 
ritique) et η = 13.857 de sorte que ρ⋆ = 1 ave
 4 amplitudes tests de sorte que ‖x1‖X ∈
{0.8; 1; 1.2; 2} ; (C2) θ = 400, K = 3 (modes ex
ités ave
 la même amplitude) , a = 0.02, b = 5 × 10−5(typique d'une barre en bois), η ≈ 0.035 de sorte que ρ⋆ = 1.Remarque 27 (E
oute) Un é
hantillonnage de la traje
toire de 
e problème adimensionné à la période
T =2πf0/

(
fsℑm(s1)

) permet d'entendre le signal produit ave
 la fondamentale f0 sur une 
arte son régléeà la fréquen
e d'é
hantillonnage fs = 48000Hz. Ce
i a été utilisé pour la 
on�guration (C2).La �gure 2.18 représente les signaux w(z = 0.5, t) = x1(z = 0.5, t) pour la 
on�guration (C1) etplusieurs ordres de tron
ature N = 1, 3, 5, 7.
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Fig. 2.18 � (Exemple 5©) Simulations pour la 
on�guration (C1).Les simulations tra
ées en �gure 2.19 montrent que pour ‖x‖X = 0.8, une bonne approximationest obtenue dès que N ≥ 3. Pour ‖x‖X = 1, les approximations sont signi�
ativement améliorées en
ontinuant d'augmenter l'ordre. Ce
i n'est plus vrai pour le 
as ‖x‖X = 1.2 pour lequel la 
onvergen
e
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Fig. 2.19 � (Exemple 5©) Zoom pour le 
as ‖x‖X = 1 de la �gure 2.18.
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e est si rapide (pour 1 ≤ t ≤ 3) que la meilleure approximationest 
elle d'ordre 1. En 
on
lusion, la borne ρ⋆ est pro
he de la borne de 
onvergen
e exa
te.Pour la 
on�guration (C2), les simulations présentées en �gure 2.20 montrent que, pour ‖x1‖X = 1,les approximations sont très pro
hes de la dynamique non linéaire, dès l'ordre 1. Pour ‖x1‖X = 3, des
‖x‖X signal 
omplet zoom
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Fig. 2.20 � (Exemple 5©) Simulations pour la 
on�guration (C2).di�éren
es apparaissent : on observe essentiellement un déphasage. Bien que la 
onvergen
e ne soit plusgarantie, l'augmentation de l'ordre du développement en série apporte une amélioration signi�
ative.Pour ‖x1‖X = 5, la 
onvergen
e semble 
ette fois-
i perdue et les signaux xm≥3 ont des amplitudesgrandes irréalistes : on retrouve i
i le phénomène de mode sé
ulaire dis
uté en remarque 20. La borne ρ⋆dé
rit le domaine des amplitudes pour lesquelles les 
ontributions non linéaires n'ont pas en
ore a
quisun �
ara
tère sé
ulaire� sur l'horizon T étudié.Remarque 28 (Appli
ations 1-3 et 
onvergen
e) Les appli
ations présentées en � 2.2.4-2.2.6 n'en-trent pas dans la 
lasse des systèmes (2.41-2.42). Pour les appli
ations sur les sons 
uivrés et la 
orde,les opérateurs multi-linéaires An ne sont pas bornés (sur l'espa
e naturel X du problème linéarisé). Pourle �ltre Moog (système de dimension 4), la non-linéarité n'est pas a�ne en l'entrée. Les résultats sur la
onvergen
e doivent don
 en
ore être généralisés pour traiter 
es 
as.



2.3. INVERSION ET OBSERVATION D'ÉTAT D'UN INSTRUMENT À VENT SIMPLIFIÉ 652.3 Inversion et observation d'état d'un instrument à vent sim-pli�éAvant propos. Cette dernière se
tion du 
hapitre 2 résume de façon des
riptive et synthétique desrésultats obtenus de deux travaux sur les problèmes inverses. Ces résultats sont préliminaires au sens où :(1) ils n'abordent que des sous-parties du problème global (déterminer la 
ommande �gestuelle� qui fournitun son 
ible, pour un modèle physique) ; (2) les tests sont faits sur des sons de synthèses. Le premier tra-vail (� 2.3.1-2.3.2) date d'avant ma thèse (
f. [G2, G3℄ et [C3, C3℄). Il s'agit d'une inversion entrée-sortiepour une trompette 
ouplée aux lèvres dans le 
adre simpli�é où : (i) le modèle de l'instrument est 
ari
a-turé, (ii) la sortie mesurée est l'état a
oustique dans l'embou
hure et la pression de bou
he, (iii) l'entrée
orrespond à des paramètres réduits 
ara
térisant les propriétés ma
ros
opiques d'une lèvre (pilotée parle musi
ien). Le se
ond travail (� 2.3.3), bien plus ré
ent [A11℄, est 
omplémentaire. Il 
on
erne la re-
onstru
tion de l'état de l'instrument simpli�é à partir de la mesure de la pression à l'extrémité du tubeet de la pression de bou
he. L'idée est d'assembler ensuite ses deux �briques� pour 
onstruire l'inverseur.Une des raisons du faible nombre de travaux sur 
e thème et de son étalage sur le temps est que, vu la
omplexité des problèmes théoriques et pratiques à régler, il nous a semblé pertinent de mettre d'abordau point un ban
 expérimental (automatisé) pour tester, valider mais aussi explorer les bons outils. Ce
ia o

upé une partie de notre temps depuis 2006 (
f. � 3.2). La plate-forme est maintenant prête et unethèse que j'en
adre (
f.� 4.2.1) reprend 
e sujet.2.3.1 Modèle simpli�éOn 
onsidère un modèle 
ari
atural d'instrument de type 
uivre 
omposé d'un système �masse-amortisseur-ressort� pour représenter une lèvre (unique), un jet (de type équation de Bernoulli) 
ouplé àla lèvre et à un tube a
oustique qui rayonne dans le milieu extérieur à l'extrémité libre. Ce modèle 
oupleune équation di�érentielle (lèvre), via une non-linéarité statique (relation de Bernoulli), à un résonateura
oustique représenté par la réponse impulsionnelle de sa fon
tion de ré�exion (
f. �gure 2.21 et [209℄) ouen
ore un modèle de tube a
oustique droit idéalisé (système à retard).
u(t), p(t)
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tion des lèvres
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he Fig. 2.21 � Modèle de 
uivre simpli�é.Les gestes du musi
iens sont représentés i
i par les paramètres mé
aniques réduits (ω, a) lentementvariables de la lèvre et la pression dans la bou
he pb (
f. �gure 2.21). L'état du système est 
omposéde l'état dynamique de la lèvre (position et vitesse de la masse vibrante) et de l'état a
oustique durésonateur.2.3.2 Une inversion partielle du système (DEA ATIAM/ATS, 1998)Dans [G2, G3℄, nous avons d'abord 
her
hé à retrouver les paramètres mé
aniques in
onnus de la lèvre

I(t)=[ω, a]T à partir de la 
onnaissan
e C(t) = [pemb, vemb]
T de l'état a
oustique dans l'embou
hure pourune pression de bou
he 
onstante 
onnue. Ce problème est (déjà) mal posé (
f. [G3, partie 2, 
hap. 1℄ pourl'appli
ation de l'algorithme d'inversion à gau
he [130, 
hap. 4℄,[43, 
hap. 3℄) : il existe une in�nité de
ommandes solution I(t) qui �vivent� sur une variété di�érentielle pilotée C(t) (
f. �gure 2.22).
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tFig. 2.22 � Illustration 
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aturale et qualitative du problème mal posé de l'inversion : les deux traje
-toires I(t) représentées sont des solutions 
andidates.Nous avons proposé deux méthodes : a© la première 
onsiste à régulariser le problème en imposantdes modèles paramétriques des traje
toires I(t) et à optimiser les paramètres sur de 
ourtes trames ; b© lase
onde, 
onstruite ave
 un Lagrangien, 
onsiste à re
her
her les traje
toires I(t) qui varient le moins dansle temps, sous 
ontrainte de régénérer C(t). La méthode a© est détaillée dans [C3℄. Sur des signaux desynthèse, elle fournit des résultats intéressants au sens où des 
ommandes pertinentes sont retrouvées pourdes régimes variés et non stationnaires. Ainsi, sur la �gure 2.23, sont en
haînés (regarder la 
ommande ωqui 
orrespondrait à la pulsation pour une lèvre dé
ouplée du jet) : (1) une attaque sur une note stable(0< t < 0.6s) ; (2) un glissando montant rapide (0.6< t < 0.7s) ; (3) une note stable (0.7< t < 1.2s) qui(4) dérive vers une note rugueuse (1.2< t< 2.2s) ; (5) un glissando des
endant (2.2< t< 2.7s) ; (6) unenote stable. Pour toutes 
es 
on�gurations, les 
ommandes sont estimées 
orre
tement.Commandes gestuelles ω et a (pb = 1.5 104Pa)
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2.3. INVERSION ET OBSERVATION D'ÉTAT D'UN INSTRUMENT À VENT SIMPLIFIÉ 672.3.3 Observateur d'état d'un système neutreCe travail a été mené pendant le projet CONSONNES22 en 
ollaboration ave
 Brigitte d'Andréa-Novel(Professeur, E
ole des Mines-ParisTe
h) et Jean-Mi
hel Coron (Professeur, Université Pierre et MarieCurie, Laboratoire Ja
que-Louis Lions, Institut Universitaire de Fran
e). Ce travail pour le moment �isolé�est détaillé dans l'arti
le [A11℄ : 
elui-
i est joint en annexe pour éviter de le répéter 
i-dessous. Nousnous limitons don
 i
i à des 
ommentaires expli
atifs.Dans 
e travail, nous avons repris le modèle simpli�é de l'instrument en représentant le résonateurpar un modèle 
ari
atural de tube droit 
hargé par une impédan
e 
onstante : le résonateur devientreprésentable par un système linéaire à retard. Grâ
e à 
ela, le système non linéaire 
omplet a pu être missous la forme parti
ulière x′(t) = f
(
x(t), x(t − τ), x′(t − τ), u(t)

) où τ est le temps d'aller-retour d'uneonde dans le tube. L'état x est 
omposé de la position de la lèvre (relativement à sa position d'équilibre),de sa vitesse et du signal de l'onde de pression �aller� à l'entrée du tube droit. L'entrée u est 
omposéede la pression de bou
he et de sa dérivée temporelle. La sortie y(t) est la pression en bout de tube, i
i,proportionnelle à p(t − τ/2). La dynamique 
orrespond à 
elle d'un système dit �neutre�, par
e que ladérivée de l'état retardé intervient dans la fon
tion f .Pour 
ette forme parti
ulière, un observateur x̂ de l'état x, de type ��ltre de Kalman étendu� [99℄a pu être mis au point. Des réglages des gains de l'observateur ont pu être déterminés de sorte que lesystème dynamique de l'erreur e=x− x̂ soit globalement asymptotiquement stable23. Ainsi, si l'entrée etles paramètres du systèmes sont 
onnus et si la sortie n'est pas entâ
hée d'erreur de mesure, le résultat[A11, Thm. 1℄ garantit la bonne re
onstru
tion de l'état après un transitoire. Il s'est don
 agit de testerla robustesse au bruit de mesure et à des erreurs 
ommises sur les paramètres ou l'entrée.Des tests sur des simulations sont présentés pour plusieurs 
on�gurations : 
onditions favorables(
onditions initiales pro
hes des valeurs exa
tes) en �gure 2.24 a©, mauvaises 
onditions initiales sur l'ob-servateur en �gure 2.24 b©, bruit important en �gure 2.25 
©, déviations des paramètres (pression de bou
he,amortissement et raideur de la lèvre) en �gure 2.25 d©, voir aussi [A11, �g. 6℄ pour un réglage du tempsde réponse de l'observateur deux fois plus 
ourt.La robustesse lo
ale (prouvée en théorie) est déjà intéressante en pratique : si l'observateur de l'étatest su�samment pro
he de l'état exa
t, alors il �se verrouille� 
orre
tement sur le système.L'étape suivante 
onsistera à obtenir des résultats à robustesse globale. Pour 
ela, une propriété in-téressante à exploiter est de garantir des bilans énergétiques bien posés (
e qui n'est pas le 
as ave
 larelation de Bernoulli a
tuellement utilisée) : on peut s'appuyer sur l'énergie totale du système pour dé�nirune fon
tionnelle de Lyapunov. Ce
i impose en parti
ulier de 
onstruire un nouveau modèle (ma
ros
o-pique, simple) de jet, 
e que nous n'avons pas trouvé dans la littérature. Un travail sur 
e point a étéengagé pendant le dernier stage (M2R ATIAM, 2012) de Ni
olas Lopes.2.3.4 Quelques perspe
tivesLe problème 
omplet d'inversion est de retrouver les paramètres mé
anique et la pression de bou
heà partir de la pression mesurée à l'extrémité du tube.Pour béné�
ier des deux travaux présentés 
i-dessus, une première stratégie 
onsiste à 
onsidérer deuxé
helles de temps : 
elle de l'état x (os
illations rapides, sur la plage des fréquen
e audibles) et 
elle des�gestes de pilotage� du musi
ien (à variation plus lente). On 
her
he à 
onstruire un observateur d'état dusystème neutre en supposant les �Gestes� lo
alement 
onstants. A une é
helle plus lente, un estimateur desparamètres, de type �moindres 
arrés� nourri par l'état observé est 
onstruit. Il s'agit don
 de 
onstruireun observateur à �ltrage adaptatif. De tels outils seront mis en oeuvre et testés sur des simulations et leban
 expérimental automatisé que nous dé
rivons dans le 
hapitre suivant.
22ANR-05-BLAN-0097-01 (dé
embre 2005 - mai 2009, dirigé par J. Kergomard, LMA, CNRS UPR7051) : CONtr�le desSONs Naturels Et Synthétiques. Cf. http ://www.
onsonnes.
nrs-mrs.fr/.23La preuve s'appuie sur une fon
tionnelle de Lyapunov stri
te, spé
ialement élaborée (
f. [A11, Thm.1℄).
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© Bruit important sur la pression de sortie mesu-rée d© Bruit et déviations des paramètres (+10%)pour l'observateurFig. 2.25 � Simulation du système (-) et de l'observateur (- -) re
onstruit à partir de la sortie bruitée
y (-).
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Chapitre 3Re
her
he et développementte
hnologiques pour l'expérimentation,la validation et la simulationCe 
hapitre donne une des
ription des outils te
hnologiques (informatiques, éle
troniques ou mé
atro-niques) déjà développés (� 3.1) ou en 
ours de développement (� 3.2-3.4) et de leurs appli
ations. Ex
eptéle tout dernier outil (dida
tique) présenté en � 3.4, 
es outils sont destinés à l'exploration, la mesure et lavalidation de modèles de systèmes éle
troniques ou biophysiques, en vue leur simulation réaliste. Cettethématique est un volet que j'ai progressivement intégré dans mes travaux 
es dernières années, ave
 des
ollaborations et en partenariat ave
 des entreprises, ou au sein de projets de mé
atronique de l'E
oledes Mines-ParisTe
h.3.1 Ampli�
ateurs guitare à lampes : mesures, modélisation etsimulation temps réel (thèse CIFRE d'Ivan Cohen ave
 laso
iété Orosys)Le sujet de thèse CIFRE d'Ivan Cohen que j'ai en
adré ave
 G. Pille (so
iété Orosys) s'intitule�Modélisation, analyse et identi�
ation de 
ir
uits non linéaires : appli
ation aux ampli�
ateurs guitare àlampes pour la simulation en temps réel�. Son manus
rit étant en
ore sous 
lause de 
on�dentialité, nousnous limitons i
i à donner le résumé de son rapport et présenter des résultats publiés [C20, C25, C26,C33, C40℄ (d'autres résultats sont soumis pour des publi
ations en revue). La dernière partie présente lesrésultats ré
ents du stage M2R ATIAM de T. Us
iati.3.1.1 Résumé du rapport de thèse�Ce travail porte sur la modélisation physique d'ampli�
ateurs guitare à lampes pour la simulationnumérique en temps réel. L'obje
tif re
her
hé est la réalisation de simulations réalistes, ave
 une im-plantation numérique à faible 
oût, pour la 
ommer
ialisation d'un futur produit sous la marque TwoNotes.Pour arriver à 
e résultat, une étude des ampli�
ateurs guitare à lampes est réalisée. Leur 
ir
uitéle
tronique est dé
omposé en étages élémentaires, bien 
onnus des éle
troni
iens et des 
onstru
teursd'ampli�
ateurs. La 
ombinaison de 
es étages, et leur paramétrage permet de dé�nir l'ar
hite
ture del'ampli�
ateur, ainsi que sa signature sonore. Deux d'entre eux sont étudiés 
omme exemples, à savoir leLag TL-1 Spit�re, et le Soldano SLO-100, en vue de leur simulation.On utilise pour 
ela un formalisme de représentation de systèmes d'équations algébro-di�érentielles, lesreprésentations d'états étendues (REE). Lorsqu'un système non linéaire est modélisé par une REE, il estpossible de simuler son 
omportement ave
 des algorithmes de dis
rétisation numérique, et de résolutiond'équations impli
ites, en s'assurant de la stabilité du s
héma numérique résultant. Pour obtenir la REE
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ateur 
omplet, des algorithmes de mise en équation automatique sont utilisés pour 
ha
undes étages élémentaires. On dé�nit également des lois de mise en 
as
ade de systèmes à deux ports, pourobtenir la REE totale de la 
on
aténation des étages.De plus, une étude spé
i�que a été réalisée sur les modèles de triodes réelles, 
omposant 
lé des ampli-�
ateurs guitare, en se basant sur des mesures. Un appareil de mesure a ainsi été développé, permettantd'observer, de modéliser et de 
ara
tériser le 
omportement statique et dynamique des triodes. De nou-veaux modèles ont ainsi été développés, et leurs paramètres estimés pour une dizaine de 12AX7s réelles.Les mesures et modèles ont alors permis de 
ara
tériser les di�éren
es de 
omportement entre 
es lampes,et leur in�uen
e dans la signature sonore d'un ampli�
ateur guitare réel ou simulé.En�n, des algorithmes de simulation optimisés ont été développés, d'abord ave
 le logi
iel MATLAB,puis en C++ sous la forme d'un plug-in VST temps réel. On 
onsidère alors l'in�uen
e de la 
omplexitédu modèle, en parti
ulier 
on
ernant la 
onsidération de phénomènes de se
ond ordre, sur le rendu de lasimulation, les performan
es des algorithmes, et surtout leur réalisme, par rapport à l'ampli�
ateur réelqu'on 
her
he à simuler.�3.1.2 Résultats prin
ipaux publiés et système de mesure de triodesLes types d'étages éle
troniques qui 
omposent les ampli�
ateurs guitare à lampes réalisent les fon
-tions élémentaires suivantes : pré-ampli�
ation (PA), �ltrage linéaire (FL), ampli�
ation de puissan
e(AP). Quelques exemples de 
ir
uits standard sont représentés en �gure 3.1. Leurs nombres, agen
ementsType pré-ampli�
ation �ltrage linéaire ampli�
ateur de puissan
ed'étage (PA) (FL) (AP)Exemplede
ir
uitFig. 3.1 � Exemples de 
ir
uits éle
troniques d'étages élémentaires : un 
ir
uit d'ampli�
ation (PA)à triode à 
athode 
ommune étudié dans [C20℄, un étage de �ltrage linéaire basique (souvent appelé
orre
tion de tonalité), un étage ampli�
ateur de puissan
e de 
lasse A à pentode étudié dans [C33℄. Ilexiste de nombreuses variations et autres types de 
ir
uits.et réglages peuvent varier signi�
ativement selon les marques, modèles, et les types de sons visés (allantdu son dit �
lair� pour des distorsions faibles au son dit �métal� pour des distorsions fortes).Modèles, ra�nements 
onsidérés et mises en éviden
e par la mesure ou test per
eptifDans les 
ir
uits d'ampli�
ation (PA, AP), les lampes à vides jouent un r�le important. En plusdu gain d'ampli�
ation, elles introduisent des non-linéarités qui parti
ipent à la signature sonore. Ces
ara
téristiques restent aujourd'hui en
ore préférées par 
ertains musi
iens, 
omparées à 
elles introduitespar les solutions plus modernes à base de transistors ou à simulation numérique. Parmi les lampes à videsutilisées, la triode de type 12AX7 (étages PA) est un 
omposant 
lef très ren
ontré. Les modèles issusd'études physiques (
f. e.g. [137℄) s'avèrent trop pauvres pour 
onduire à des simulations réalistes. Celui,phénoménologique, de Norman Koren [110℄ donne de meilleurs résultats mais néglige en
ore le 
ourant degrille Ig. Bien qu'en pratique les 
on
epteurs d'ampli�
ateurs guitare 
her
hent à limiter l'e�et de Ig [12℄,négliger 
e 
ourant peut devenir une approximation sévère dans 
ertaines 
on�gurations d'utilisation.Pour améliorer les modèles, un ban
 de mesure (�gure 3.2) adapté à la plage de fon
tionnement destriodes (in
lus dans 0V ≤ Vpk ≤ 400V et −15V ≤ Vgk ≤ 5V ) a été développé.Une première série de mesures e�e
tuées pour deux ensembles de triodes de marques et modèles variés(A : 9 paires neuves ou en bon état, B : 9 paires 
onsidérées usagées par les musi
iens) a permis d'établir
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e Ban
 de mesure Triode
←→ ←→

CAN/CNA(dSpa
e)
↔Matlab-RTWSimulink 
© ←→ ←→

Fig. 3.2 � Triode et ban
 de mesure développé ave
 B. Ferren (ingénieur, Orosys) et utilisé pendant lathèse (mesures présentées dans [C40℄) : photographies et 
ir
uits équivalents.un 
ritère de séle
tion de bon fon
tionnement et une version ra�née (R1) du modèle de Normann-Korenqui in
lut : une amélioration du modèle Ip = Lp(Vpk, Vgk) (in
luant un nouveau paramètre) et un nouveaumodèle (phénoménologique) Ig = Lg(Vpk, Vgk). Une pro
édure d'estimation des paramètres asso
iés a étémise au point.Une se
onde série de mesures, pendant lesquelles le 
omportement dynamique des triodes est solli
ité,a permis d'estimer une 
apa
ité parasite équivalente Cgp (ra�nement R2) dont l'e�et est prévalent (pare�et �Miller� du gain d'ampli�
ation) et peut être audible [C20℄.Par ailleurs, des 
omparaisons de signaux simulés (Matlab, LT-Spi
e) et mesurés, en sortie d'un am-pli�
ateur réel 
omplet (i
i, un Lag TL-1 Spit�re) ont également permis de tester l'in�uen
e du 
ouplageinter-étage (ra�nement R3), souvent simpli�é ou négligé dans les simulations en temps réel qu'on peuttrouver sur le sujet [164, 131, 44, 225, 184, 224℄.Un test per
eptif a été réalisé sur un é
hantillon de 24 personnes (guitaristes ou non). Ce test 
onsis-tait à évaluer la proximité de sons issus des mesures et de simulations pour plusieurs 
on�gurations dera�nements. Ce test simple 
onduit à un résultat assez attendu : (i) les simulations jugées les plus pro
hesdes mesures sont 
elles qui in
luent les 3 ra�nements (R1-3) ; si l'on ne garde que deux ra�nements, ontrouve d'abord (R2,R3) puis (R1,R3) puis (R1,R2). Le 
ouplage (R3) est don
 
apital et les ra�nementsapportés sur le modèle de triode sont utiles.Simulation et 
ode pour le temps réelPour assurer une simulation 
ompatible ave
 le temps réel et une pré
ision 
omparable à 
elle delogi
iels de simulation de 
ir
uits éle
troniques, e.g. LT-Spi
e [204℄, nous avons pro�té de la stru
tureparti
ulière en étages et adopté la démar
he suivante. Cette démar
he di�ère de la plupart des solutionsproposées sur 
e sujet en 
e sens que : (i) les équations d'un étage sont établies dans le domaine à temps
ontinu, (ii) le 
ouplage inter-étage est 
onsidéré, (iii) la génération des équations à temps dis
ret et du
ode 
ompatible ave
 le temps réel est e�e
tuée en �n de 
haîne.Pour (i), une bibliothèque d'étages de type (AP), (FL) et (PA) a été 
onstruite. La mise en équationdu 
ir
uit d'un étage a été réalisée en adaptant des méthodes standard d'analyse automatique de 
ir
uit(Modi�ed Nodal Analysis utilisée dans Spi
e, 
f. e.g. [121℄, Bond Graphs 
f. e.g. [39℄). L'adaptation a
onsisté à exprimer les résultats de l'analyse sous la forme de systèmes algébro-di�érentiels non linéaires
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omme une représentation d'état standard, étendue par les relations impli
ites entre
ourants et tensions dues aux 
omposants non linéaires. Cette forme est dé
rite par
dx/dt = f(x,w, u), 0dim(w) = g(x,w, u), y = h(x,w, u). (3.1)Pour (ii), puisque deux étages 
ommuniquent par un port1 (si l'alimentation n'est pas 
onsidéréeexogène), la mise en équation sous la forme (3.1) de leur 
as
ade peut être 
onstruite 
omme illustrée en�gure 3.3, puis en pro
édant par ré
urren
e.Cir
uit éle
tronique Système entrée/sortie

1 étage
Cas
adeFig. 3.3 � Représentation entrée-sortie d'un étage et de la 
as
ade élémentaire de deux étages.Pour (iii), un s
héma numérique est appliqué sur l'équation dynamique. Chaque état asso
ié à une
apa
ité parasite Cgp (quelques pi
o-Farads) 
orrespond à un problème raide de sorte que, pour assurerla stabilité en temps dis
ret, une s
héma impli
ite est utilisé. Sur les autres états, des s
hémas expli
itesrestent utilisables. Dans les équations statiques (impliquant g, 
f. (3.1)), les relations sur les triodes sontrendues expli
ites en re
ourant à des tables d'inversions pré-
al
ulées numériquement). Les équationsimpli
ites résultantes (dynamiques et statiques) sont rassemblées. Elles sont résolues par un algorithmede type Newton-Raphson : pour des simulations limitant le repliement spe
tral, i
i pour fe=192kHz, uneétude numérique sur les 
ir
uits et appli
ations visés montre que 3 itérations de l'algorithme su�sent.Une mise en équation automatique et une génération automatique du 
ode de simulation fondée surles étapes (i-iii) a été implantée. Un plug-in VST qui permet d'in
lure 
e 
ode et donne a

ès à desparamètres de réglage 
hoisis (dont des valeurs de 
omposants) a été développé pour la So
iété Orosys.Une 
apture d'é
ran d'une version limitée à un seul étage (de type PA) est donnée en �gure 3.4. Desversions d'ampli�
ateurs 
omplets, 
ouplés à une simulation d'en
einte rayonnante (réalisé par Orosysavant la thèse) ont été réalisées. La so
iété travaille a
tuellement à des versions implantées sur DSP pourla 
ommer
ialisation de produits hardware.3.1.3 Simulations 
onstruites sur les �Systèmes à Hamiltoniens à Ports� (stageM2R ATIAM de Tarik Us
iati)Dans 
e stage en
adré par I. Cohen (Orosys) et moi-même, il a été 
her
hé une solution qui garantissela passivité des 
omposants à la simulation. Pour 
ela, l'appro
he des �Systèmes à Hamiltoniens à Ports�a été 
hoisie. Un tel système d'entrée u, d'état x, de sortie y est de la forme [52℄
dx

dt
= J(x)∂xH(x)−R(x)∂xH(x) + g(x)u, et y = g(x)Tx, où J est anti-symétrique et R semi-dé�nie positive. (3.2)Dans 
e formalisme E = H(x) est l'énergie sto
kée dans le système et l'état dynamique x regroupe lesvariables des 
omposants �sto
kants� (la 
harge q pour un 
ondensateur, le �ux magnétique φ pour une1
'est-à-dire, un seul �l.
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Fig. 3.4 � Capture d'é
ran d'un plug-in VST simulant un étage isolé de pré-ampli�
ation.bobine, et
). Un tel système est don
 passif (au sens de la dé�nition 1, p. 24 ave
 V = H) puisque (i
i,pour des entrée/état/sortie de dimensions �nies),
d(H ◦ x)

dt
= ∂xH(x)T

dx

dt
=

[
∂xH(x)]T J(x)∂xH(x)

︸ ︷︷ ︸
=0 
ar J = −JT

−
[
∂xH(x)]TR(x)∂xH(x)

︸ ︷︷ ︸
≥0 
ar R = RT ≥ 0

+yTu ≥ yTu. (3.3)Cette équation fournit le bilan de puissan
e : le premier membre représente la variation d'énergie dusystème (ouvert) ; dans le se
ond membre, le premier terme (nul) exprime les é
hanges de puissan
es entreles 
omposants �sto
kants�, le deuxième (négatif) la puissan
e dissipée, le troisième (de signe quel
onque)la puissan
e entrante dans le système.Dans le stage, la présen
e de 
omposants dissipatifs non linéaires (en parti
ulier les triodes) a né
essitéune extension de la forme (3.1). Les appli
ations ont pu être traitées ave
 l'ajout d'un terme −KTZ(w)wdans le se
ond membre de (3.2) où : (i) la puissan
e dissipée des 
omposants non linéaires est donnée par
P (w) = wTZ(w)w ave
 Z(w)T = Z(w) ≥ 0 ; (ii) les relations impli
ites entre w et l'état dynamique xont pu s'é
rire sous la forme w = K∂xH(x)−MZ(w)w+ gbis(x,w)u ave
M = MT ≥ 0. Cette stru
turebaptisée i
i Systèmes à Hamiltoniens à Ports Etendus (SHPE) re
onduit à un bilan de puissan
e detype passif pour la sortie adaptée y =

[
g(x)T − gbis(x,w)T (I + MZ(w))−TZ(w)TK

]
∂xH(x). Commeen �gure 3.3, une mise en équation automatique en SHPE de la 
as
ade de deux étages de type SHPE
ommuniquant par un port a été réalisée.Pour la simulation, on a 
her
hé un s
héma de dis
rétisation qui préserve la passivité. Pour l'appli
a-tion testée2, les opérateurs de di�éren
e �nie suivants donnent satisfa
tion :

dx(t, dt) = x′(t)dt devient δx(t, δt) = x(t+ δt)− x(t),
dH(x, dx) =

[
∂xH(x)

]T
dx devient δH(x, δx) = H(x+ δx) −H(x).En e�et, la fon
tion H(x) et l'état x du 
ir
uit sont donnés, respe
tivement, par la somme des énergiesdes 
ondensateurs et la 
olle
tion d'états xn de 
ha
un d'eux (par exemple, leur 
harge). Ainsi, H a laforme parti
ulière H(x) =

∑N
n=1Hn(xn). Il s'ensuit que δH(x, δx) = ∂dxH(x, δx)T δx où [∂dxH(x, δx)]n =

Hn(xn+δxn)−Hn(xn)
δxn

si δxn 6= 0 et H ′
n(xn) sinon. La variation d'énergie δ[H ◦ x](t, δt) = H

(
x(t + δt)

)
−

H
(
x(t)

)
= δH

(
x(t), δx(t, δt)

) ave
 l'équation dynamique à temps dis
ret re
onduit à la même forme (etaux mêmes inégalités) qu'en temps 
ontinu, dans laquelle on a substitué le ve
teur ∂xH(x) par ∂dxH(x, δx).Pour un é
hantillonnage à la période δt = Te = 1/fe, la version à temps dis
ret du SHPE 
onduità résoudre des équations en δx(tk, Te) et w(tk) (à x(tk) et u(tk) 
onnus), dont on déduit x(tk+1) =
x(tk) + δx(tk, Te) et y(tk+1). En pratique, les relations impli
ites sont résolues par un algorithme detype Newton-Raphson, qui donne satisfa
tion pour les mêmes 
onditions qu'en � 3.1.2 (3 itérations pour
fe = 192kHz). Une version qui fon
tionne en temps réel a été réalisée 
hez Orosys, sous la forme d'unplug-in VST.Ce travail sur les SHP(/SHPE) va être poursuivi dans le 
adre d'une thèse sur le thème plus large dela simulation de modèles physiques produ
teurs de son à passivité garantie (
f. � 4).2Il s'agit d'un pré-ampli�
ateur simple, le Tiny Terror de la marqueOrange, à 7 
ondensateurs (
omposants sto
kants), 13résistan
es (
omposants dissipatifs linéaires), 2 triodes (
omposants dissipatifs non linéaires ave
 une sour
e d'alimentation).
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sJ'ai 
oordonné 
e projet depuis son initialisation au sein du projet CONSONNES3, d'abord en par-tenariat ave
 l'E
ole des Mines-ParisTe
h4 où je donne des enseignements, puis en 
ollaboration ave
B. d'Andréa-Novel (Mines-ParisTe
h), C. Vergez et D. Ferrand (LMA, CNRS UPR 7051), R. Caussé,A. Terrier, G. Bertrand, V. Fréour, S. Goto, J.-P. Lambert, D. Perini (Ir
am, CNRS UMR 9912) et dansle 
adre de plusieurs stages (P. Chen, G. Parseihian, B. Véri
el, N. Lopes). Depuis 2012, la plate-formeest assez avan
ée pour l'utiliser dans un travail de thèse (N. Lopes) que j'en
adre ave
 R. Caussé.3.2.1 Motivation et des
riptionLes instruments de musique de la famille des 
uivres sont des systèmes physiques 
omplexes. Ilsmettent en jeu des phénomènes de mé
anique des solides déformables (mus
les, tissus biologiques), demé
anique des �uides (jet, turbulen
es) in
luant la propagation a
oustique. Comparé au résonateur,les 
onnaissan
es sur l'ex
itateur (lèvres et 
ouplage aéro-a
oustique), sa modélisation et 
elle de son
ontr�le restent aujourd'hui assez élémentaires (� 2.3). Pourtant l'ex
itateur ave
 son �pilotage humain�est 
ru
ial : il est responsable de la non-linéarité du système qui le rend auto-os
illant et 
apable d'unegrande diversité de régimes. Ce
i est en
ore plus déli
at pour le 
as analogue de la voix (autre systèmeà valve humaine os
illante 
ouplée à une 
harge a
oustique) 
ar la glotte est moins a

essible que leslèvres et les moyens de mesure non invasifs sont limités. A�n d'explorer et 
ara
tériser les phénomènesfondamentaux, des plate-formes simpli�antes peuvent être utilisées [166, 73, 211℄ (
f. �gure 3.5 pour desversions automatisées ou semi-automatisées). On trouve aussi des versions de telles ma
hines pour assurerdes prestations5 (aujourd'hui majoritairement au Japon).

Fig. 3.5 � Jeu des 
uivres et produ
tion de la voix : quelques exemplaires de reprodu
tions arti�
iellesautomatisées de 
es systèmes 
omposés d'une valve humaine os
illante 
ouplée à une 
harge a
oustique.L'outil que nous présentons i
i a pour but de : (i) étudier le système aéro-dynamique et 
es régimesauto-os
illants à l'aide d'expérien
es reprodu
tibles et automatisées grâ
e à un 
ontr�le arti�
iel desparamètres de la valve (i
i, les lèvres) ; (ii) proposer des modèles, et d'en fournir des validations par
omparaison de simulations numériques à des mesures ; (iii) mettre au point des 
ommandes et asservis-sements pertinents pour le jeu. Quelques étapes de la mise au point de la bou
he arti�
ielle robotiséesont retra
ées et quelques organes sont illustrés en �gure 3.6.3ANR-05-BLAN-0097-01 (dé
embre 2005 - mai 2009, dirigé par J. Kergomard, LMA, CNRS UPR7051) : CONtr�le desSONs Naturels Et Synthétiques. Cf. http ://www.
onsonnes.
nrs-mrs.fr/.4Deux projets 
onsé
utifs de mé
atronique impliquant 13 élèves ingénieurs de 2ième année (équipe pédagogique : B.Steux, J. Senpauro
a, Y. Gaignebet), 3 élèves du BTS CPI du Ly
ée Léonard de Vin
i, Melun (en
adrant : P. Arbellot), 6élèves des BTS IRIS et MAI (Ly
ée Diderot, Paris, en
adrant : J.P. Lamy).5La ma
hine de Kempelen est un des an
êtres [49, 123℄.
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1© 2© 3©
4© 5© 6©
7© 8© 9©
10© 11©

12©Fig. 3.6 � Evolutions de la bou
he arti�
ielle robotisée (2006-2011). De gau
he à droite puis de hauten bas : 1. Bou
he arti�
ielle développée dans [209℄ (notre point de départ) ; 2. Première 
on
eptionsous Catia réalisée à l'E
ole des Mines-ParisTe
h d'après le 
ahier des 
harges (2006) ; 3. Maquettereçue et retravaillée par A. Terrier, pilotée par une 
arte de 
ontr�le Rabbit (2007) ; 4. Ele
tro-vannepilotant l'arrivée d'air ; 5. Vérins pilotant le volume d'eau dans les lèvres ; 6. Translateur pilotant laposition de la bou
he et son appui sur l'embou
hure ; 7. Gros plan des lèvres ; 8. Rempla
ement du Rabbitpar un système dSpa
e (2009) ; 9. Embou
hure instrumentée (3 
apteurs : pression statique/a
oustique,for
e d'appui, intensité infra-rouge pour mesurer l'ouverture entre les lèvres, 2009) ; 10. Doigts éle
tro-mé
aniques (2011) ; 11. Vue de 
�té ave
 de nouveaux 
apteurs de pression d'eau (en haut à droite)utilisés en parti
ulier pour le 
alibrage des lèvres (2011) ; S
héma global des entrées/sorties (2011-2012).
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onstitué des éléments suivants (
f. la sous-�gure 3.6 12© pour le s
héma fon
tionnelet la nomen
lature des entrées et sorties). De l'air 
omprimé dont on mesure la température (TA) etla pression quasi-statique (PA) alimente une éle
tro-vanne dont l'ouverture pilotée par la tension de
ommande (CV) 
ontr�le un débit. Ce débit alimente en aval, la bou
he arti�
ielle dans laquelle on mesurela température de l'air (TB) et sa pression statique et a
oustique (PB). Une ex
itation a
oustique peut yêtre ajoutée via l'ex
itation (CH) d'un haut-parleur à 
ompression. La bou
he est �xée sur un translateursur lequel une for
e 
ommandée par la tension (CT) permet de 
hanger la position qu'on mesure à ±5µmprès (XT) et la for
e d'appui (FE) exer
ée par les lèvres sur l'embou
hure. Les deux lèvres (L1,2) sontdes 
hambres 
ylindriques en latex pla
ées verti
alement et remplies d'eau, en appui sur une plaqueper
ée faisant o�
e de dents. On pilote le volume de remplissage par deux vérins 
ommandés en for
e(CL1,2) et dont on mesure la position (XL1,2). La pression d'eau au sommet des lèvres est égalementmesurée (PL1,2). En plus de la for
e d'appui (FE), on mesure dans l'embou
hure la pression statique etdynamique (PE) et l'intensité de la lumière infrarouge (LE) passant entre les lèvres et générée par desLED pla
ées dans la bou
he. Ce
i donne une estimation de l'aire d'ouverture entre les lèvres en fon
tiondu temps. On peut pla
er un système de trois doigts éle
tro-mé
aniques 
ommandés (CD1,2,3) et des
apteurs in
rémentaux mesurant l'enfon
ement des pistons asso
iés (XD1,2,3). En�n, on peut pla
er un
apteur (mobile) de température (T) sur ou dans l'instrument et mesurer le son à l'aide d'un mi
rophone(S). Quelques éléments supplémentaires non mentionnés sur le diagramme sont : un système 
ommandéde blo
age pneumatique pour les vérins et à éle
tro-aimant pour le translateur qui permet d'e�e
tuerdes mesures6 pour des positions statiques sans être perturbé par d'éventuels e�ets d'asservissement enposition. Les alimentations et 
onditionneurs de signaux sont pla
és sous la plate-forme dans une armoiredont l'ouverture des portes provoque la 
oupure de 
ertaines alimentations. Un interrupteur �
oup-de-poing� pour une 
oupure d'urgen
e est également pla
é sur la plate-forme.Depuis 2009, les 
ommandes, les mesures7 et les asservissements de bas niveau (de type PID) dutranslateur et des vérins sont réalisés par les 
artes d'un système dSpa
e/Simulink/Matlab-RTW 
©. Lespilotages de plus haut niveau, les pro
édures de 
alibrage et les expérien
e automatisées sont assuréessur l'ordinateur par l'environnement ControlDesk du système dSpa
e ou le logi
iel musi
al temps réelMax/MSP ave
 lequel il est interfa
é (Stage ENSEA de B. Véri
el, 2009). Ce
i a permis de premierspilotages de l'air et des lèvres pour des régimes os
illants et de 
omparer les bifur
ations observées à
elles simulées (sous Manlab [30, 102℄, ave
 C. Vergez) pour des évolutions quasi-statiques de paramètres(Stage M2R ATIAM de B. Véri
el, 2010).3.2.2 Calibrage des lèvres, premières 
artographies et résultats (Stages deN. Lopes)En plus de la mesure des paramètres (TA,TB,T,PA) au repos, un réglage de l'origine de XL et un
alibrage des lèvres sont e�e
tués avant et après 
haque expérien
e. Ce
i permet d'avoir des versionsstandardisées des variables de positions, de 
ara
tériser l'élasti
ité du latex et de déte
ter sa fatigue oula présen
e de fuite d'eau. On pro
ède 
omme suit. Le translateur et les vérins sont d'abord re
ulés (pasde 
onta
t ave
 l'embou
hure et lèvres quasi-vidées). On fait 
roître la position XL1 tout en mesurant lapression d'eau PL1 : (i) avant d'atteindre le volume nominal des 
ylindres en latex, PL1 est 
onstante ;(ii) le latex se met ensuite en tension et PL1 devient une fon
tion a�ne de la position XL1 dont la penteestimée 
ara
térise l'élasti
ité. Une origine robuste de XL1 est dé�nie par l'abs
isse du point d'interse
tiondes deux droites estimées sur les données (i) et (ii). Ce
i est reproduit sur la lèvre 2. En�n, pour les lèvresremplies ave
 le volume nominal, on fait 
roître XT tout en mesurant la for
e d'appui FA qui permet dedéterminer une origine robuste �de 
onta
t� pour la position du translateur, ave
 la même méthode. Uneillustration est donnée en �gure 3.7a-b. Pendant son dernier stage, N. Lopes a proposé un 
alibrage 2Dqui établit le point de 
onta
t en fon
tion du volume d'eau dans une lèvre (
f. �gure 3.7
), ainsi qu'un
hangement de variables plus élaboré qui donne une estimation du volume d'eau �utile�, présent dans lapartie déformée (noté i
i VU1, VU2).6Typiquement, 
e mode est utilisé pour mesurer des réponses de lèvres ex
itées en petit signal via (CH) autour d'unéquilibre.7ex
epté S et parfois PB, PE, LE si l'on souhaite e�e
tuer des mesures par une 
arte son à, typiquement, une fréquen
ed'é
hantillonnage de 48 kHz.
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a©

PL

XL

XTb© 
©Fig. 3.7 � Illustration du 
alibrage des lèvres : a© réglage de l'origine d'un vérin (pour 2 jours 
onsé
utifs),b© réglage de l'origine du translateur (ave
 
hangement de la position de l'instrument entre les 2 jours
onsé
utifs) ; 
© 
ourbe 
ara
térisant le 
onta
t entre une lèvre et l'embou
hure.L'analyse de signaux de pression d'embou
hure PE enregistrés pour des balayages lents des positions(XL1,XL2,XT) et un débit d'air 
onstant a permis de dresser de premières 
artographies basiques (sanstenir 
ompte de phénomènes d'hystérésis par exemple). En �gure 3.8, on peut appré
ier les fréquen
esde jeu déte
tables estimées8. Sur les sous-�gures b© et 
©, on peut observer que les lèvres n'ont pas un
omportement parfaitement symétrique, ni en fon
tion de (VL1,VL2), ni en fon
tion de (PL1,PL2).Pour le 
as de la trompette, des tables de paramètres de notes jouables ont été générées à partir desdes 
artographies réalisées pour 
haque doigté. Une 
ommande en bou
le ouverte 
onstruite à partir de
ette table et pilotée depuis Max/MSP par un 
lavier MIDI (asso
ié à un 
ontr�leur de sou�e pour lepilotage de l'éle
tro-vanne) a permis de jouer quelques en
haînements basiques de notes9. Ces résultatsont été présentés en 
onféren
e [B4℄, [E9℄.Dans le 
adre du dernier stage (M2R ATIAM, 2012) de N. Lopes, des études semi-automatiques desrésonan
es mé
aniques des lèvres mises en 
ontrainte par un anneau (mais sans l'instrument), similairesà 
elles proposées dans [73, 35℄, ont été réalisées. Elles révèlent la di�
ulté à obtenir des notes aigues.D'après des études qu'il a menées sur des trombonistes, V. Fréour (do
torant, Univ. M
Gill) a proposéde regarder l'in�uen
e du déphasage entre PE et PB que peut apporter un 
onduit vo
al 
ontr�lé10.Un 
ontr�le a
tif (l'ex
itation étant fournie par le haut-parleur de 
ompression 
ommandé par CH) quiasservit le déphasage entre PB et PE a été réalisé sur le robot réglé pour une 
on�guration statique (pourle moment, qui fournit un buzz jouable). Les résultats montrent que, pour 
haque 
haque note, l'amplitudede PE atteint un maximum pour un déphasage optimal (
f. �gure 3.9 pour un exemple de résultat). Ce
iapporte un indi
e positif sur 
ette potentielle stratégie des musi
iens et pousse à poursuivre 
e travail. Ilsuggère aussi que la jouabilité de 
ertaines notes, en
ore ina

essible au robot, pourrait être ré
upéréesen exploitant 
ette appro
he.En�n, un premier pas vers le formalisme des Systèmes à Hamiltoniens à Ports (dont il est question en� 4) et la modélisation 
omplète du robot sous 
ette forme ont été initiées aussi dans 
e stage : un modèle
onservatif de jet (instationnaire) qui assure le transfert de puissan
e entre les lèvres et le jet a été élaboré.Celui-
i pourrait fournir une extension intéressante de l'équation de Bernoulli utilisée aujourd'hui.Ces travaux seront poursuivis dans la thèse de N. Lopes qui a débuté en o
tobre 2012.8La déte
tion et l'estimation ont été fournie par la méthode YIN [40℄.9Quelques vidéos sont disponibles à l'adresse suivante http://re
her
he.ir
am.fr/anasyn/helie/Brasstroni
s/index.html .10Cette stratégie semble être utilisée par les musi
iens pour fa
iliter l'émission de notes aiguës qui 
orrespondent à despi
s faibles d'impédan
e d'entrée de l'instrument.
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© d©Fig. 3.8 � Cartographies des fréquen
es de jeu pour un débit d'alimentation 
onstant en fon
tion desparamètres de 
ontr�le des lèvres : a© Cas d'une trompette en fon
tion de (XL1,XT) 
alibré et pour XL2�xé ; b© Cas d'un trombone en fon
tion de (VU1,VU2) et à XT �xé ; 
© Idem en fon
tion de (PL1,PL2)mesurés. d© Histogramme des fréquen
es de jeu de b-
 (en bleu) superposés (ordonnées qualitatives) aumodule de l'impédan
e d'entrée mesurée sur l'instrument (en rouge).
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Fig. 3.9 � (Figure de V. Fréour) Di�éren
e de phases arg(Pb)− arg(Pe) à gau
he et amplitudes e�
a
esnormalisées à droite, à la fréquen
e f0 de l'os
illation établie pour les signaux de pression de bou
he Pbet d'embou
hure Pe. L'asservissement de CH est 
onstruit i
i de sorte que |Pb| reste 
onstante et que ledéphasage dé
roisse linéairement (au-delà de t ≈ 38s, l'asservissement est mis en défaut par le système).L'amplitude de Pe atteint un maximum vers t = 26s.Pour plus de détails, il sera possible de 
onsulter l'arti
le suivant à partir de juin 2013 : Fréour V., Lopes, N., Hélie, T.,Caussé, R., S
avone G.. Simulating di�erent upstream 
oupling 
onditions on an arti�
ial trombone player system using ana
tive sound 
ontrol approa
h, In Pro
. ICA 2013 Int. Conf. on A
ousti
s. Montréal, Canada.



3.3. ANALYSE/SYNTHÈSE DE LA VOIX INFORMÉES PAR LA PHYSIQUE (THÈSE DETHOMAS HÉZARD, EN COURS) ET PROJET VOICETRONICS 813.3 Analyse/Synthèse de la voix informées par la physique (thèsede Thomas Hézard, en 
ours) et projet Voi
eTroni
sJ'ai débuté expli
itement mes travaux sur la voix en 2010 ave
 la proposition du sujet de thèse deT. Hézard et la mise en pla
e du projet Voi
eTroni
s11 que je 
oordonne ave
 T. Hézard et plusieursspé
ialistes de la voix (
f. 
i-dessous).3.3.1 Sujet de thèseCette thèse que je 
o-en
adre (dire
tion : R. Caussé-Ir
am) s'intitule �Systèmes dynamiques de pro-du
tion de la voix informés par la physique et 
ommandés par la géométrie pour l'analyse et la synthèsesonore�. Elle s'e�e
tue en 
ollaboration ave
 B. Doval (LAM-IJLRA-UPMC) et s'arti
ule ave
 le projetVoi
eTroni
s dé
rit 
i-dessous. Le sujet est le suivant.Les outils d'analyse et de synthèse de la voix sus
itent beau
oup d'intérêts et s'intègrent dans de nombreusesappli
ations. La 
omplexité des phénomènes mis en jeu dans sa produ
tion est telle que plusieurs appro
hes ontdû être développées selon les buts visés. Ainsi, la 
ommunauté s
ienti�que s'intéresse à des appro
hes fondéessur : (1) la 
on
aténation d'unités de sons (ave
 apprentissage sur des di
tionnaires [55℄), (2) des modèles designaux (sinusoïdes plus bruit, formes d'ondes formantiques [175℄, et
), (3) la modélisation sour
e-�ltre [135℄,(4) des modèles physiques simpli�és (e.g. modèle de glotte à deux masses, représentation du 
onduit vo
al parguides d'ondes ou impédan
es a
oustiques), (5) des modélisations vibro-aéro-a
oustique 
omplexes (mé
aniquedes �uides et des solides déformables 
ouplés).Aujourd'hui, les appro
hes qui permettent à la fois des synthèses et analyses de qualité sont plut�t de type signal(1-3) alors que les appro
hes plus physiques (4-5) permettent de 
omprendre le fon
tionnement et de prédirele 
omportement de la voix. Plus pré
isément, pour les modèles �sour
e-�ltre� des méthodes d'estimation deparamètres [214, 41℄ sont disponibles, qui 
onduisent à une qualité sonore satisfaisante, mais le réalisme sonoreest en
ore limité 
ar des phénomènes signi�
atifs (
ouplage glotte/
onduit vo
al, bruits de turbulen
e, doubleinstant de fermeture de la glotte, et
) ne sont pas représentés. A l'inverse, il est di�
ile d'obtenir des méthodesd'estimation et d'inversion robustes pour les modèles physiques (4-5).Dans 
ette thèse, on se propose de 
onstruire, d'étudier et de valider des systèmes dynamiques de produ
tion dela voix hérités de la stru
ture sour
e-�ltre mais intégrant l'e�et de la géométrie de la glotte et du 
ouplage ave
le 
onduit vo
al. Ce sujet de thèse se situe à l'interfa
e entre (3) et (4).Le projet s'arti
ule en trois parties :(P1) Des modèles hérités du �modèle sour
e-�ltre� mais in
luant des phénomènes physiques négligés dans lesversions initiales seront proposés et étudiés. Dans un premier temps, on s'appuiera sur le modèle standard ditde Liljen
rants-Fant [61℄ pour piloter l'ouverture d'un modèle aéro-a
oustique simpli�é de glotte plut�t quedire
tement le débit glottique du modèle sour
e-�ltre original. On utilisera une pression sub-glottique et 
epilotage for
é pour ex
iter un modèle de 
onduit vo
al de type �ltre tout-p�le ou de type guide d'onde à paroismobiles vibrantes ave
 amortissement qu'on introduira. Dans un se
ond temps, on développera des modèlesplus �ns de 
ouplage aéro-a
oustique et de géométries paramétrées de glottes (2D ou 3D) dont le pilotagerestera for
é. Pour 
ha
un des systèmes dynamiques ainsi obtenus, une simulation fon
tionnant en temps réelsera développée dans des environnements appropriés (Max/MSP, Pure Data, et
). Pour piloter, 
omparer etvalider 
es modèles, deux types d'outils seront mis au point.(P2) Un dispositif éle
tronique d'éle
troglottographe multi-
apteurs à multiplexage fréquentiel sera développédans le 
adre d'un projet mé
atronique de l'E
ole des Mines-ParisTe
h. Deux étapes suivront. Dans l'étape (E1),
et appareil sera 
âblé vers des éle
trodes de surfa
e pla
ées sur une embou
hure de trompette transparente.Le but sera d'a
quérir de façon syn
hrone les signaux multidimensionnels d'impédan
emétrie et les imagesd'ouverture (
améra rapide) d'une "valve humaine simple" (i
i les lèvres d'un musi
ien en situation de jeu) a�nde mettre en 
orrespondan
e 
es signaux et un modèle d'aire d'ouverture. Puis dans l'étape (E2), on adaptera
e système pour a

éder à des signaux d'ouverture de glotte dépendant de l'espa
e à l'aide d'une éle
trodemulti-
apteur (plusieurs distributions géométriques des 
apteurs pourront être testées). Après une phase de
alibration, les signaux seront utilisés pour piloter la géométrie (de 
omplexité progressivement 
roissante) desmodèles développés en 1, y 
ompris dans les environnements temps réel. Une 
ampagne de mesures sur deslo
uteurs et 
hanteurs sera lan
ée pour former des di
tionnaires de tels signaux asso
iés aux sons produits.(P3) Des outils d'estimation automatique des paramètres de pilotage seront développés pour 
haque modèle a�nd'aboutir à une 
haîne 
omplète d'analyse-resynthèse de son. Les 
ritères d'optimisation pourront être 
onstruitsà partir de fon
tions de vraisemblan
e, de fon
tions dé�nies positives 
onstruites sur des énergies physiquementsensées, de termes de régularisation standard (e.g. de Tikhonov [205℄).11Projet dans le 
adre des projets de mé
atronique de l'E
ole des Mines-ParisTe
h.
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e-�ltre du signal de voix (
f. e.g. [135℄) sépare idéalement les r�les joués par l'ex
itation(ou la sour
e) majoritairement produite par le larynx et son �ltrage a
oustique opéré par le 
onduitvo
al(/nasal) et le rayonnement : la sour
e est assimilée au débit d'air glottique Ug et le �ltre G estsouvent appro
hé par 
elui résultant d'une 
as
ade de tubes droits (
f. �gure 3.10 a©). Pour les sons voisés(glotte en vibration), Ug prend la forme d'un train d'impulsions. Un modèle paramétrique très employéd'une impulsion temporelle 
ara
téristique est 
elui de Liljen
rants-Fant (LF) [61, 60, 88℄. On en 
onnaîtbien aussi les 
ara
téristiques spe
trales [45℄. Des te
hniques de séparation, d'estimation de paramètreset de resynthèse ave
 
ontr�le de la qualité de la voix ont été proposées dans e.g. [126, 41, 42, 47℄.PSfrag repla
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© d©Fig. 3.10 � Exploration d'une base de données et proposition d'un modèle. a© Modèle sour
e-�ltre ex
itépar un débit glottique de type LF (en haut Ug, en bas sa dérivée U ′
g(t) pour une période). Le 
onduit vo
alest assimilé au �ltre résultant d'une 
as
ade de N tubes droits et un tube de se
tion in�nie (rayonnementsimpli�é). b© Capture d'é
ran de l'outil de visualisation vidéo (signaux et �lms 
onstruits sous Matlab) ; Agau
he, de haut en bas : endos
opie ultra-rapide, a�
hage syn
hrone (ave
 barre de le
ture) des signaauxd'aire glottique estimée Ag(t) (en magenta), d'éle
troglottographie (en 
yan) ave
 les dérivées respe
tives,et du son (en vert) ; A droite, les spe
tres et spe
trogrammes 
orrespondants. 
© Modèle piloté par l'aireglottique Ag et la pression sub-glottique ps. d© Signal U ′

g (en bleu) et modèle de LF pour les paramètresestimés (en rouge).Pour étudier le problème (P1), le forçage du modèle a été dépla
é du débit glottique Ug vers l'aire glot-tique12 Ag(t) en introduisant un modèle simple de jet (équation de Bernoulli en régime quasi-stationnaire),engendré par une pression sub-glottique ps, établi dans un 
anal de se
tion Ag(t), et 
ouplé a
oustique-ment à une 
as
ade de tubes droits (
f. �gure 3.10 
©). Cette démar
he permet de passer d'une a
oustiquefor
ée (via Ug) à une géométrie for
ée (via Ag) ave
 une pression sub-glottique ps (supposée lentementvariable). Elle s'a

ompagne du problème de la modélisation de Ag. Pour aborder 
ette question, unpremier travail de T. Hézard a 
onsisté à 
onstruire un outil de visualisation de données syn
hrones13(
f. �gure 3.10 b©, qui in
luent des sons de voyelles tenues, des vidéo-endos
opies ultra-rapides de larynx12Cette idée est déjà exploité dans e.g. [133℄ mais sans tenir 
ompte du jet : dans 
e 
as, l'aire glottique pilote seulementune 
harge a
oustique.13Enregistrements réalisés par Erkki Bian
o et Gilles Degottex [41℄.
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al
ulés. Ces-derniers sont l'aire glottique Ag(t), sa dérivée temporelle, le spe
tro-gramme du son, les spe
tres du son et de A′
g. Cette première étape a permis d'observer que : (O1) pour unepartie signi�
atives des données bio-métriques analysées, les signaux d'aire glottique Ag sont 
omposésd'impulsions qualitativement pro
hes du modèle LF ; (O2) sur toute la base de données, 
es signaux pré-sentent aussi une diversité importante de régimes. Suite à l'observation (O1), une méthode d'estimationdes paramètres LF sur les signaux d'aire glottique a été mise au point (voir un résultat en �gure 3.10 d©).Cette méthode s'appuie sur l'optimisation [112℄ d'un 
ritère de type �moindres 
arrés� pour une fenêtred'analyse glissante 
ontenant 3 périodes de signal.La pertinen
e du modèle de produ
tion de voix piloté par Ag et ps a été testée sur des simulations. En�gure 3.11 a©, l'in�uen
e du 
onduit vo
al sur la forme de Ug est mise en éviden
e : les trois simulationssont réalisées ave
 le même signal Ag et la même pression sub-glottique (
onstante), et seul le 
onduitvo
al qui 
harge la glotte est modi�é (du haut en bas : \u\, \o\, \i\. La 
harge induite par le \i\ modi�esigni�
ativement le signal Ug. On peut même observer de 
ourtes durées sur lesquelles le débit est négatif.Dans 
ette simulation, 
et e�et démonstratif est un peu sur-évalué 
omparé à la réalité, dans la mesureoù le 
onduit vo
al i
i idéalisé ne dissipe pas d'énergie. La �gure 3.11 b© illustre l'in�uen
e de ps surl'enri
hissement spe
tral du son (i
i, pour un 
onduit vo
al et un signal d'aire glottique identiques pourles trois simulations).
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1PSfrag repla
ements fréquen
e (en Hz)a© b©Fig. 3.11 � Résultats de simulation du modèle de la �gure 3.10 
© ave
 ps 
onstant : a© 
omparaison designaux Ug (en bleu) au signal Ag (for
é de type LF, en rouge) pour trois 
onduits vo
aux typiques,de haut en bas \u\, \o\, \i\ (pro�ls issus de [201℄) ; b© Evolution du spe
tre de u′lèvres ∝ pson rayonné enfon
tion de ps. De haut en bas : 1, 5, 10, 20 et 40 
mH2O(Rq. : 1
mH2O≈ 100 Pa).Ces résultats ont été présentés dans [B5℄ et [C41℄. Ils montrent que le 
ouplage aéro-a
oustique estsus
eptible d'apporter des améliorations dans le 
adre d'une estimation 
onjointe LF-
onduit vo
al. Parailleurs, pour introduire un e�et de 
ouplage mé
anique jet-valve os
illante et représenter la diversité desrégimes observés (O2), une modélisation simple de Ag, autre que LF mais qui n'augmente pas ou peu lenombre de paramètres, a été proposée 
i-dessous. La pertinen
e de la réunion de 
es 
ouplages a pu êtreexhibée et 
ara
térisée expérimentalement sur des reprodu
tions de plis vo
aux [127, 192℄.



84 CHAPITRE 3. RECHERCHE ET DÉVELOPPEMENT TECHNOLOGIQUES POURL'EXPÉRIMENTATION, LA VALIDATION ET LA SIMULATIONModélisation en système de Lur'e de la diversité des signaux d'aire glottique (Stage M2RATIAM de M. Le Borgne)Ce stage a été en
adré par T. Hézard et 
o-en
adré par moi-même. Il a été impulsé lors du 
omitéd'évaluation s
ienti�que de l'Ir
am en dé
embre 2011, suite à une dis
ussion ave
 M. Hasler (EPFL) quenous remer
ions.Ce travail a 
onsisté à adapter au 
as de la voix et de signaux de sour
e glottique, des outils d'estima-tion de paramètres de systèmes non linéaires, dits � de Lur'e �, 
apables de produire une grande diversitéde régimes. Cette méthode, originellement mise au point par Os
ar De Feo et le professeur Martin Has-ler, a déjà produit des résultats originaux et remarquables pour 
lassi�er divers signaux bio-métriques
omplexes (ECG, EEG, parole, et
) [63, 64℄. I
i, le but visé n'est pas de 
atégoriser des régimes maisd'analyser et synthétiser des signaux bio-métriques de voix et leur variabilité.Les systèmes de Lur'e [128, 129, 106℄ sont 
omposés d'un système linéaire stationnaire mono-entrée/mono-sortie (fon
tion de transfert G) bou
lé ave
 un système non linéaire sans mémoire éventuellement variantdans le temps (fon
tion ψ telle que ψ(x)/x est bornée), 
f. �gure 3.12. L'intérêt de 
ette stru
ture estqu'elle permet de générer des régimes variés, y 
ompris 
haotiques, et d'étudier les propriétés du système(dont la stabilité) à l'aide d'outils et de 
ritères simples.
a© b© 
©Fig. 3.12 � Système de Lur'e : a© domaine à temps 
ontinu ; a© domaine à temps dis
ret in
luant unretard dans la bou
le de rétro-a
tion ; 
© Version à bou
le ouverte utilisée pour l'identi�
ation.L'idée développée dans [63℄ 
onsiste à estimer les paramètres de G et ψ de sorte que (
f. �gure 3.12 
©)le système en bou
le ouverte : (i) ne soit pas un voisin de l'identité ; (ii) reproduise l'identité pour lesignal observé. On 
her
he ainsi la 
ombinaison d'une déformation linéaire à mémoire et non-linéairesans mémoire, non triviale, qui se 
ompense uniquement pour le signal (/la 
lasse de signaux) d'intérêt.On espère ainsi que le système bou
lé va regénérer des signaux qualitativement pro
hes de 
eux de la
lasse d'intérêt et isoler un régime type, au sein de la diversité des signaux bio-métriques observés dansla base de données.L'estimation est 
onstruite en minimisant une distan
e standard (de type �moindres 
arrés�) pénaliséeau voisinage de l'identité. Pour les paramètres pour lesquels le problème est non linéaire et non 
onvexe,des raisons de 
hoix pratique nous ont 
onduit à utiliser un algorithme de type �re
uit simulé� plut�t quel'algorithme génétique proposé dans le travail initial [63℄.Un premier test sur des signaux de la base de données a été e�e
tué en 
hoisissant une fon
tionparamétrée ψ générique (typiquement une fon
tion a�ne par mor
eaux) et un �ltre d'ordreN faible (N ≤

4). Cette étape n'a 
onduit ni à des optimisations robustes exploitables, ni à un 
ompromis intéressantentre le nombre de paramètres et la �pertinen
e de ψ� . Pour améliorer la pertinen
e, la se
onde appro
hes'est appuyée sur une modélisation physique 
ari
aturale à peu de paramètres et 
ompatible ave
 lemodèle de Lur'e : la valve os
illante est représentée par un système à une ou deux masses (N ≤ 4),la 
harge a
oustique Zin (
f. �gure 3.10 
©) est idéalisée par une réponse sans mémoire (
onstante), lasurfa
e de la valve est supposée mobile mais rigide de sorte que la pression du jet (bilan de Bernoulliquasi-stationnaire) applique une for
e globale.Pour un 
hoix de variables réduites adaptées, 
es équations 
onduisent à un �ltre linéaire auto-régressif(d'ordre 2 ou 4) et à une fon
tion non linéaire donnée par
ψps,p⋆

(x) = −psf
(p⋆
ps
g(x)

) ave
 f(X) = X
(
1−

√
1 + 2/X

)
, et g(X) = x2/(1− x2),où ps est la pression sub-glottique et p⋆=

( Aavant glotte
Aentrée 
onduit )2

ρc2 est de l'ordre de 1.4×105Pa (
f. �gure 3.13)14.14La fon
tion dégénère 
ontinûment en −1, 0 et 1.
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a© b© 
©Fig. 3.13 � Tra
és de la fon
tion x 7→ ψps,p⋆

/ps pour deux valeurs de (son unique paramètre) γ =
ps/p⋆ > 0 et résultat d'estimation/resynthèse : a© γ = 0.1 ; b© γ = 4 ; Resynthèse (en rouge) d'un signal
ible (en bleu) à partir de l'estimation des paramètres du système de Lur'e. Cette fon
tion est dé�niesur R si γ < 1/2 (
as physiologiquement réaliste, typiquement pour ps < 4 kPa) et sur [−x⋆, x⋆] ave

x⋆ =

√
2γ/(2γ − 1) sinon. Le résultat présenté en 
© 
orrespond au 
as γ < 1/2.Cette appro
he simpli�e la pro
édure d'optimisation dans la mesure où : (i) ψ ne peut pas générerde fon
tion au voisinage de l'identité ; (ii) le modèle est non linéaire seulement selon 2 paramètres (ps et

p⋆). Malgré la robustesse de l'analyse qui dé
oule de 
es deux propriétés et la variété possible des régimesauto-os
illants générée par le système en bou
le fermée, les signaux simulés restent en
ore trop éloignésde la 
ible pour être utilisés en synthèse.Perspe
tives. Deux pistes possibles d'amélioration (pour se rappro
her de (P3) dans le sujet de thèse)sont : (i) introduire une ex
itation r 6= 0 additive sto
hastique en amont du �ltre (
f. �gure 3.12), maximi-ser la vraisemblan
e des données et inférer des ra�nements de modèle en analysant 
e signal ; (ii) ra�nerle modèle sur des 
onsidérations physiques (abandon de la forme de Lur'e pour se rappro
her de modèles
omplets, e.g. [213, 181, 5℄, mise sous forme de système passif ave
 sour
e).En�n, une appro
he expérimentale a été lan
ée via le projet Voi
eTroni
s dé
rit 
i-dessous.3.3.3 Projet Voi
eTroni
sEn 2010, j'ai proposé à l'E
ole des Mines-ParisTe
h, et lan
é ave
 T. Hézard et N. Henri
h (GIPSA-Lab, CNRS UMR5216) 
e projet de mé
atronique15. Ce projet a été re
onduit en 2011 et 2012 ave
 les
ollaborations additionnelles de spé
ialistes d'éle
tro-glottographie, M. Kob (prof., Univ. Detmold), T.Legoux (LPL, CNRS UMR6057) et de l'anatomie et de la 
hirurgie du larynx, A. Lagier (ChirurgienneORL, H�pital La Timone). Le stage d'A. Mau�rey (2012, ENSEA-2A, 
orrespondant : A. Tauvel) en
adrépar T. Hézard, E. Flety et moi-même à l'Ir
am, est venu 
ompléter les travaux sur le 
apteur multi-
analdé
rit 
i-dessous.Ce projet 
onsiste à 
onstruire trois dispositifs éle
troniques ou mé
atroniques : (1) un système demesure généralisant l'éle
troglottographie (EGG) ; (2) une maquette reproduisant une géométrie simpli�éedes plis vo
aux à l'é
helle 1 :1 dont l'ouverture Ag(t) est pilotable en temps réel (foscillation < 200Hz),
onçue en matériau 
ondu
teur a�n d'étalonner et tester le dispositif (1) ; (3) une maquette agrandie,arti
ulée et pilotable (f < 1Hz), 
omposée de reprodu
tions morpho-réalistes des prin
ipaux 
artilageset tissus du larynx impliqués dans la phonation.EGG/TEI multi-
anal : projet Voi
eTroni
s et stage ENSEA d'A. Mau�reyL'éle
troglottographie (EGG) est un moyen non invasif de mesure de l'a
tivité de la glotte par im-pédan
emétrie. Ce dispositif a été mis au point par P. Fabre en 1957 [59℄. Le prin
ipe est d'imposer un
ourant alternatif de faible intensité (≤ 10mA) entre deux éle
trodes 
utanées posées sur le 
ou, de partet d'autre du larynx, à une fréquen
e su�samment élevée (typiquement 2MHz) pour que la résistivitédu 
orps soit su�samment faible (de l'ordre de quelques 
entaines d'Ohm). La tension mesurée donne15Equipe pédagogique : B. Steux, J. Senpauro
a, Y. Gaignebet, D. Brousse, F. Bruyère et J. Rupil.
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e (majoritairement résistive). En phonation, pour une position statique des or-ganes (larynx, langue, et
), 
ette tension va dé
roître d'autant que la surfa
e de 
onta
t entre les plisvo
aux est grande. Les signaux permettent d'a

éder à de nombreuses informations sur l'a
tivité de laglotte (périodi
ité, instants d'ouverture et de fermeture, type du mé
anisme laryngé [178℄ (voir aussi [88,
hap. 5℄ pour une des
ription détaillée et e.g. [89℄). Un système à 2+2 éle
trodes [177℄ et un autre à 6+6éle
trodes [109℄ à multiplexage temporel permettent d'avoir une information spatiale un peu plus �ne et,en parti
ulier, d'estimer la position du larynx et un signal d'EGG valide quelle que soit 
ette position.La tomographie d'impédan
e éle
trique (TEI, ou EIT en anglais) a été introduite par D.C. Barberand B.H. Brown [6℄ en 1984. Le prin
ipe est d'imposer un faible 
ourant alternatif entre deux éle
trodes(souvent pro
hes) et à mesurer la 
arte du potentiel à la surfa
e du 
orps ave
 d'autres éle
trodes enhaute impédan
e) [91℄. On utilise 
ette information et des te
hniques de problèmes inverses pour estimerune 
arte interne de 
ondu
tivité. Sur l'humain, 
ette te
hnique est appliquée aujourd'hui pour l'imageriepulmonaire et l'a
tivité 
érébrale. Pour la glotte, de premiers algorithmes, simulations [188℄ et essais �invitro� [122℄ ont été testés.Le dispositif que nous proposons i
i in
lus les deux appro
hes ave
 des ex
itations et mesures multi-
anaux, par multiplexage fréquentiel (
f. �gure 3.14). Ce système, en
ore en 
ours d'élaboration (
f. sous-�gure b©), est 
omposé de (
f. les autres sous-�gures) : a©M éle
trodes, 
ha
une étant 
onne
table via unrouteur à au plus un desK+N+L dispositifs suivants, 
©K générateurs de 
ourant de fréquen
es fk=1,...,K ,d© N résistan
es 
onne
tées à la masse (�ottante), d© L suiveurs, un nombre limité (J < K(K +N +L))de démodulateurs et 
onvertisseurs numériques (format ADAT). Le routeur est 
on�gurable à 48 kHz etles 
ommutations sont réalisées de sorte qu'un générateur de 
ourant n'est jamais en 
ir
uit ouvert. Safon
tion est de distribuer et re
ueillir les signaux éle
triques sur des éle
trodes à géométrie quadrillée �enpixels�. Il permet aussi de réaliser un multiplexage temporel similaire à [109℄.
PSfrag repla
ements

T1 TK R1 RN M1 ML

E1 EM


ouRouteur analogique
Carte CarteOrdinateurCNA+
ontr�leur CAN+
ontr�leur· · ·· · ·· · ·

· · ·

a© b©PSfrag repla
ements ik(t)

uk(t)

PSfrag repla
ements Rn

vn(t)
PSfrag repla
ements Vl(t)
© Tk d© Rn e© MℓFig. 3.14 � Système d'EIT/EGG multi-
apteurs : a© Système 
omplet (signaux de 
ommande et de
on�guration en rouge, signaux de mesure en vert, 
omposants et �ls éle
triques en noir, éle
trodes enbleu) ; b© Version a
tuelle de la 
arte éle
tronique réalisée (Stage ENSEA 2A d'A. Mau�rey) ; 
© Emetteur

Tk ; d© Ré
epteur Rn ; e© Mesure de potentiel en haute impédan
eMl.
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ours de développement vise les spé
i�
ations réduites suivantes : K = 2, N = 2,
L = 4 etM = 16+16. Au moment de la réda
tion de 
e do
ument, la version la plus aboutie a été obtenuependant le stage d'A. Mau�rey à l'Ir
am. Une 
arte et des sous-modules adaptés à l'évolution vers leprototype visé ont été mis au point : le mi
ro-
ontr�leur qui gère la 
arte et assure la 
ommuni
ationave
 l'ordinateur, la 
on�guration des générateurs de 
ourant (ave
 son proto
ole), la 
on�guration d'unepartie du routeur et un démodulateur, ont été réalisés et fon
tionnent.Ce travail va être poursuivi. Les premiers tests des fon
tions EGG et EIT ave
 ré
upération dessignaux numérisés sous Max/MSP sont prévues pour le deuxième trimestre 2013.Maquettes robotiséesL'anatomie du larynx est d'une grande 
omplexité. Quelques éléments 
onstitutifs, leur 
inématiqueet quelques pilotages typiques sont dé
rits en �gure 3.15.

a© b©


© d©
e©Fig. 3.15 � Anatomie du larynx (sour
es : [77℄ pour a©- 
© et [117℄ pour d©- e© ave
 l'a

ord d'ElsevierMasson SAS). a© Vue endos
opique du dessus de la glotte (la pomme d'Adam 
orrespond au haut dela �gure) ; b© Mus
les du larynx (Image originale tournée de 180� pour la 
ohéren
e ave
 les autres sous-�gures etla �gure 3.10 b©) ; 
© Coupe frontale du larynx (partie �valve os
illante� en
adrée en rouge) ; d© Dé
ompo-sition des prin
ipaux 
artilages ; e© Pilotage des arythénoïdes ave
 de gau
he à droite : 1. vue globale,2.mus
le interaryténoien (
inématique appro
hable par une �liaison glissière� horizontale) ; 3.mus
le 
ri
o-aryténoïdien latéral (liaison pivot ave
 levier), 4.mus
le 
ri
o-aryténoïdien postérieur (idem).
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helle 1 :1. La 
onstru
tion d'une maquette a été engagée pour tester et valider, �invitro� à l'é
helle 1 :1, le dispositif EGG/EIT multi-
anal . Cette maquette (
f. �gure 3.16) est 
onstruiteave
 un bio-matériau souple et 
ondu
teur (hydrogel16 [85, 198℄ de 
ouleur blan
hâtre sur les sous-�gures 3.16 
©- e©), moulé sur une armature 
ylindrique rigide perforée (voir la partie 
entrale de b© etla partie rouge re
ouverte d'hydrogel dans d©- e©). A 
ause des di�
ultés te
hniques dues aux faiblesdimensions, on se 
ontente i
i de reproduire une géométrie intérieure qui reproduit un relevé anatomiquesimpli�é d'un 
onduit laryngé au repos (sous-�gure 3.16 a©) : les moules négatifs (parties supérieure etinférieure de b©) ont été 
onstruits à l'aide d'une prototypeuse 3D.
a© b©

© d© e©Fig. 3.16 � Maquette à l'é
helle 1 :1. a© Coupe du 
onduit laryngé relevé puis modélisé en Catia ; b© En-semble des piè
es en Catia à 
onstruire ave
 la prototypeuse 3D (moules en haut et en bas, armatureperforée au 
entre, et sur les 
�tés, 
�nes d'adaptation pour l'entraînement des barres de 
ontr�le parles haut-parleurs) ; 
© Hydrogel (en blan
) moulé sur l'armature performée, et barres d'entraînement (enrouge) ; d© Maquette vue du dessus (hydrogel en blan
 et piè
es rigides réalisées par la prototypeuse enrouge) ; e© Vue d'ensemble ave
 les haut-parleurs pour le pilotage.Le pilotage de la stru
ture souple est assuré par des barres d'entraînement moulées à la hauteur des plisvo
aux (barres rouges en sous-�gure 3.16 
©) qui passent à travers deux fenêtres de l'armature 
ylindrique.Ces barres sont �nes, rigides et non métallique pour perturber le moins possible la 
ondu
tivité du tissuarti�
iel. Pour établir un signal d'aire glottique Ag(t) ave
 des os
illations for
ées (f ≤ 200Hz), 
esbarres sont mises en mouvement par deux haut-parleurs de façon quasi-symétrique (mêmes modèles etex
itations) à l'aide de piè
es d'adaptation (
�nes rouges en sous-�gure 3.16 d©- e©).Il est a
tuellement prévu d'asservir les haut-parleurs sur : (i) une mesure des positions des barres,ou bien, (ii) un signal d'intensité lumineuse relié à l'ouverture de la glotte Ag(t). La mise en fon
tione�e
tive d'une version améliorée de 
ette maquette est prévue pour le premier trimestre 2013.Maquette agrandie. L'idée de 
onstruire une telle maquette est venue suite à une dis
ussion ave
l'équipe enseignante des projets mé
atroniques (Mines-ParisTe
h), demandeuse d'une partie 
inématiquea
tionnée plus sophistiquée que la maquette pré
édente. Nous avons proposé de reproduire quelqueséléments 
lef arti
ulés du larynx. Le but est de 
onstruire un dispositif morpho-réaliste démonstratif etpédagogique, qui permette de reproduire et visualiser les mouvements prin
ipaux utilisés pour 
on�gurer16Nous remer
ions Messieurs Laurent Corté et David Moreau du Centre des Matériaux, Mines-ParisTe
h, CNRS UMR7633 pour avoir validé la faisabilité, fourni le matériau et permis le moulage.
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aux en situation de phonation. Il ne s'agit don
 pas littéralement d'un travail de re
her
hesinon que 
et outil fournira un �guide� pour le plus long terme, dont l'évolution est 
ontr�lée par une
hirurgienne spé
ialiste du larynx et qui enseigne son anatomie (Aude Lagier, fa
ulté et h�pital de LaTimone, Marseille).La 
inématique simpli�ée 
onsidérée pour le moment est la suivante (
f. �gures 3.15 d© pour l'anato-mie17 et 3.17 pour la maquette) : (i) liaison glissière (translation verti
ale) entre le 
ou (E1, référentiel) etle 
ry
oïde (E2, 
artilage de la base de la tra
hée) ; (ii) liaisons pivot entre (E2) et le tyroïde (E3, 
artilagede la �pomme d'Adam�) ; (iii) une liaison 
ombinant rotation et translation entre (E3) et 
ha
un des deuxaryténoïdes (E4g,E4d) (
f. �gure 3.15 e©). En�n, des reprodu
tions de 
ordes vo
ales en matériaux souplesseront atta
hées entre les aryténoïdes et le 
ri
oïde (voir la sous-�gure 3.15 gau
he) et leur déformationpilotée par des barres rigides passant au travers des fenêtres prévues sur (E3).Les a
tionneurs sont : un moteur et une 
ourroie 
rantée pour (i), un servo-moteur pour (ii) et deuxpaires de servo-moteurs pour (iii). Une version pilotable de 
ette maquette in
luant les aryténoïdes et desexemplaires simpli�és de 
ordes vo
ales est prévue pour la �n du se
ond trimestre 2013.

a© b©


© d©Fig. 3.17 � Maquette agrandie. a© Modélisation en Catia de la maquette ave
 les éléments (E1-E3) sansles aryténoïdes (E4g,E4d) ; b© Version 
orrespondante réalisée ; 
© Vue d'ensemble ; d©Modélisation Catiad'un aryténoïde (non réalisés au moment de la réda
tion de 
e do
ument).17L'épiglotte n'est pas 
onsidérée i
i, sa fon
tion étant majoritairement réservée à la déglutition.
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ienti�ques par une appli
ation plus dida
tique d'analysespe
trale destinée aux musi
iens et au se
teur de l'audio. Le développement d'une l'appli
ation temps réelest assurée par Charles Pi
asso, développeur-Ir
am. La version présentée i
i est un prototype sus
eptibled'évoluer.L'outil 
onstruit i
i se 
ompose d'une analyse spe
trale standard du son (par transformée de Fourierà 
ourt terme ou ban
 de �ltres a

ordés) et d'un a�
hage parti
ulier (que j'ai d'abord mis au pointsous Matlab). Le résultat de la plage de fréquen
es f ∈ [fmin, fmax] est a�
hé sur un squelette en spiralede 
oordonnées polaires (ρ, θ) où ρ(f) = 1 + log2(f/fmin) et θ(f) = 2π log2(f/f
⋆)

) de sorte que : (i) lemodule vaut 1 en fmin ; (ii) le module est in
rémenté de 1 à 
haque o
tave ; (iii) toutes fréquen
es asso
iéesà même 
hroma (note, indépendamment de l'o
tave) 
orrespondent à un même angle et sont alignées ;(iv) l'angle de la fréquen
e référen
e f⋆ (qui permet de régler par exemple le diapason) est �xé à 0.Comparée aux analyseurs standard, 
ette représentation permet de visualiser simplement les zonesa
tives par l'a
tivation lumineuse (
omme sur un spe
trogramme) et d'organiser la disposition des fré-quen
es par notes. Une 
apture d'é
ran du premier prototype est donné en �gure 3.18.

Fig. 3.18 � Capture d'é
ran d'une image fournie par le SnailAnalyzer ave
 une analyse de Fourier. Lazone la plus a
tive pour θ=0 
orrespond au (note la) A440.
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Chapitre 4Projet de re
her
he à 4 ansCe 
hapitre présente les thèmes de re
her
hes que je développerai durant les quatre pro
haines années.Ceux-
i se syn
hronisent ave
 deux projets ANR à quatre ans. Le projet CAGIMA1 vise à 
onstruire desprototypes d'instruments à vent réels (par Bu�et-Crampon) à �géométrie optimisée�. Le projet Hame
-MopSys2 vise à développer de nouvelles méthodes pour l'analyse, la rédu
tion d'ordre, la simulation etla 
ommande de systèmes physiques ouverts en pro�tant de la stru
ture apportée par des équations debilan (en parti
ulier sur l'énergie).Cette poursuite de mes travaux s'organise selon deux thèmes :modèles et analyse/synthèse sonore(�4.1), et systèmes mé
atroniques (� 4.2). Elle 
omprend également la �n de la thèse de Thomas Hézard(
f. � 3.3) et se syn
hronise ave
 le démarrage de deux nouvelles thèses que j'en
adre et dont les sujetssont reproduits 
i-dessous (� 4.3).4.1 Modèles et analyse/synthèse sonore (outils et appli
ations)4.1.1 Tubes a
oustiquesVers un modèle 1D exa
tLa question de l'amélioration de l'équation de Webster à abs
isse 
urviligne va être reprise. Il estenvisageable que l'équation des ondes isobares (1.2) permettent d'établir une équation des ondes 1Dexa
te au voisinage de la paroi d'un tube à se
tion variable en augmentant l'état a
oustique ave
 desétats (en nombre �ni) 
ara
térisant la géométrie lo
ale des isobares. Cette possibilité pourrait émergerd'un invariant de la 
arte dynamique des isobares, 
omme il l'est esquissé en � 1.1.6. Si 
ela n'est pasle 
as, les améliorations apportées par le relâ
hement de l'hypothèse de quasi-sphéri
ité pourront êtreétudiées (Hypothèse 1 ave
 k≥3).Guides d'ondes numériques à ondes globalement dé
ouplées et à passivité garantieComme mentionné en � 1.2.4, une étude sur des ondes progressives à dé
ouplage global va être menée.Des guides d'ondes numériques 
onstruits ave
 
es états seront élaborés, et des mises en stru
tures deKelly-Lo
hbaum re
her
hées. Les fon
tionnelles d'énergie qui 
orrespondent à 
es états seront 
onstruites,à partir desquelles une étude de passivité sera menée (d'abord dans le 
as 
onservatif puis dans le 
asave
 pertes). Ensuite, on 
her
hera à 
onstruire des approximations de dimension �nie des fon
tionsde transfert mises en jeu, qui préservent le bilan de puissan
e. En�n, on 
her
hera une dis
rétisationtemporelle qui 
onduisent à une version dis
rète du bilan de puissan
e, par exemple, ave
 une appro
hesimilaire à 
elle présentée en � 3.1.3. Certaines sous-questions pourront être abordées dans le 
adre desthèses présentées en � 4.3.1Con
eption a
oustique globale d'instruments de musique à an
he justes et homogènes (projet blan
, SIMI 9-2011-0).2Appro
he Hamiltonienne pour l'analyse et la 
ommande des systèmes multiphysiques à paramètres distribués (projet blan
, SIMI 3-2011-0).



92 CHAPITRE 4. PROJET DE RECHERCHE À 4 ANSEstimation et optimisation de la per
e d'instruments à ventThème développé dans le 
adre du projet ANR CAGIMA (une partie de 
e travail sera réalisée dans le
adre d'un post-do
torat de 
e projet)En exploitant le modèle présenté en partie 1.1, 
e travail 
onsistera à : (a) développer une boîte à outilsMatlab de 
al
ul d'immittan
es de résonateurs de vents à partir de la géométrie [C31℄, (b) développer saversion ré
iproque ; (
) optimiser un pro�l d'instrument sur des 
ritères obje
tifs établis dans le projetCAGIMA (dont 
ertains porteront sur les immittan
es et d'autres sur les signaux simulés d'un instrumentvirtuel 
omplet). Dans 
e travail, une attention parti
ulière sera portée sur la 
onnexion du modèle ave
des modèles (
onnus) d'autres éléments (trous latéraux et leur intera
tion, tubes 
oudés, 
heminées ettampons, et
, 
f. e.g. [29℄). Si les tests sur (a,b) sont 
on
luants, nous 
her
herons à les intégrer dans desoutils dédiés existants (issus par exemple du projet PAFI). Par ailleurs, il est prévu que les résultats dupoint (
) se 
on
rétisent en la réalisation d'un prototype de pavillon. Notre modèle sera aussi testé surle 
as d'une 
larinette pour ra�ner l'optimisation du pla
ement de trous d'une 
larinette dite �
larinettelogique� (
f. [157℄), ave
 l'e�et du pavillon terminal.4.1.2 Modèles généraux d'amortissement physiquement 
onsistants et ap-proximation optimalesThème développé dans le 
adre du projet Hame
MopSys en 
ollaboration ave
 D. Matignon, ISAE-Sup'Aéro.)Dissipativité pour les Systèmes à Hamiltoniens à PortsPour les systèmes mé
aniques linéaires de dimension �nie, les séries de Caughey donnent la 
lassedes matri
es d'amortissements qui préservent les ve
teurs propres [24, 25℄ : 
elles-
i s'expriment 
ommeun polyn�me d'une matri
e, qui dépend des matri
es de masse et de raideur. Dans l'arti
le ré
ent [C43℄,nous avons pu reformuler 
e résultat dans le 
adre des �Systèmes à Hamiltoniens à Ports� linéaires dedimension �nie. De plus, dans le 
as de systèmes linéaires de dimension in�nie, la 
lasse polynomiales'étend aux fon
tions rationnelles de l'opérateur (qui rempla
e la matri
e) dans un 
adre fon
tionnelapproprié. Ce
i permet déjà sur le 
as de l'équation des pavillons ou de poutre, de 
onstruire des 
lassesd'amortissement non standard (in
luant par exemple des opérateurs fra
tionnaires spatiaux). Cette étudeva être poursuivie et le 
as des systèmes non linéaires sera abordé.Amélioration des pro
édures de rédu
tion d'ordre de représentations intégralesCon
ernant les approximations optimales de représentations intégrales présentées en �2.1, le pla
e-ment de p�les sera amélioré par des méthodes pratiques d'optimisation lo
ale. Si le temps et les moyenshumains nous le permettent, les questions plus profondes sur les �vitesses de 
onvergen
e� et les �
oupuresoptimales� mentionnées en � 2.1.6 seront explorées.4.1.3 Généralisation des séries de Volterra et méthodes de perturbationspour l'analyse, l'identi�
ation, la rédu
tion de modèle et la simulationde systèmes non linéairesThème développé en 
ollaboration ave
 B. Laro
he, DR2-INRA.Un premier travail 
onsiste à étendre nos 
ritères de 
onvergen
e (
f. � 2.2.7) à la 
lasse des systèmesdynamiques à non-linéarités analytiques en l'état et l'entrée.Un se
ond travail 
onsiste à étendre le domaine de validité. Une première piste est de re
ourir àdes te
hniques de resommation sur les séries divergentes. Une se
onde piste est de modi�er le type dedéveloppement en série des traje
toires, en ne 
onsidérant plus seulement des perturbations régulièressur les systèmes entrée-sortie.Un 
as étudié en parti
ulier 
on
ernera les instruments pour lesquels la hauteur d'une note varie ave
l'amplitude de l'ex
itation (et pas seulement le timbre). En e�et, l'e�
a
ité des séries de Volterra estperdue pour les systèmes non linéaires introduisant des modulations de fréquen
e (sortie du domainede 
onvergen
e et apparition de modes sé
ulaires, e.g. os
illateur de Du�ng). Ce travail 
onsistera à :



4.2. SYSTÈMES MÉCATRONIQUES (OUTILS POUR L'EXPÉRIMENTATION ET LAVALIDATION 93(1) proposer des généralisations 
apables de gérer 
e type de 
omportement, avant l'apparition de bifur-
ations ; (2) pro�ter des stru
tures et dé
ompositions obtenues pour 
onstruire des méthodes d'estimationrobustes et rédu
tions d'ordre e�
a
es.4.1.4 Problèmes d'analyse, inversion et observationThèmes développés en 
ollaboration, par sous-sujet.Dans le 
adre des travaux sur la voix, nous travaillons ave
 Thomas Hézard sur des méthodes d'estimation
onjointe de paramètres de sour
e glottique et 
onduit vo
al (modèle temporels d'aire glottique, pressionsub-glottique, �ltre a
oustique) et de systèmes de Lur'e dé
rits en � 3.3.2. Une appro
he 
onstruite surdes dé
ompositions du 
epstre est a
tuellement à l'étude, d'abord pour un modèle sour
e-�ltre standard.Elle s'appuie en partie sur [172, 203℄.Con
ernant les instruments à vent, le travail sur la synthèse d'observateur, amor
é ave
 B. d'Andréa-Novel et J.-M. Coron, va être poursuivi (toujours en 
ollaboration). Des tests sur l'observateur déjà
onstruit vont d'abord être menés sur des signaux mesurés sur la plate-forme de bou
he arti�
ielle ro-botisée pour le 
as d'un tube droit. Un nouveau travail (synthèse de nouveaux observateurs pour untrombone réel modélisé en Système à Hamiltonien à Ports) est programmé et détaillé dans le sujet dethèse de Ni
olas Lopes (
f. � 4.3.2). Un travail plus général sur d'autres types d'instruments est égalementprogrammé dans le sujet de thèse d'Antoine Falaize-Skrzek (
f. 4.3.1).4.1.5 Exploration de prin
ipes variationnels �espa
e-temps-é
helle�Thème développé en 
ollaboration ave
 F. Dubois (Prof., CNAM) et I. Gre� (Maître de 
onféren
e, Univ.Pau).Nous travaillons depuis peu, ave
 François Dubois (CNAM, Paris) et Isabelle Gre� (Dépt. Mathématique,Université de Pau), sur des prin
ipes variationnels pour des paradigmes dans lesquels une quantité (enphysique, la vitesse) est 
onsidérée 
omme un observable qui dépend d'une é
helle en plus du temps et del'espa
e. Cette notion d'é
helle a un intérêt en physique (relativité �espa
e-temps-é
helle� proposée parLaurent Notalle [159℄, par exemple). Mais elle peut aussi trouver des intérêts pour les signaux et les sons(en parti
ulier musi
aux) qui font apparaître des stru
tures à di�érentes é
helles.Pour le moment, notre étude débute par la 
ompréhension des mathématiques et la mise au pointd'outils appropriés [C42℄ (adaptation des équations d'Euler-Lagrange et de Hamilton-Ja
obi). A terme,
eux-
i pourraient se réins
rire dans le 
adre des Systèmes à Hamiltoniens à Ports mentionnés 
i-dessus.4.2 Systèmes mé
atroniques (outils pour l'expérimentation et lavalidation4.2.1 Modélisation, asservissement et 
ommande d'une bou
he arti�
ielle ro-botisée pour le jeu des 
uivresCe thème 
orrespond au sujet de thèse de Ni
olas Lopes détaillé 
i-dessous.4.2.2 Constru
tion d'un éle
tro-glottographe multi-
anal et tomographie pourla re
onstru
tion de la dynamique des plis vo
auxLa poursuite de 
e travail est programmée dans le 
adre du stage de Master 2 d'Antonin Mau�reyqui débutera en février 2013. Les spé
i�
ations de l'appareil EGG/EIT visé pour juin 2013 sont 
ellesdé
rites en � 3.3.3. Ce travail sera également suivi par Thomas Hézard et Emmanuel Flety (éle
troni
ien,Ir
am). Les résultats seront exploités dans le travail de thèse de T. Hézard.



94 CHAPITRE 4. PROJET DE RECHERCHE À 4 ANS4.2.3 Système de produ
tion vo
ale robotisé et a
oustique du 
onduit vo
alpar impédan
e a
tiveCe volet prospe
tif 
onsiste à reproduire l'a
oustique d'un 
onduit vo
al à l'aide d'un système a
tif
omposé de paires de mi
rophones/haut-parleurs 
o-lo
alisés, pla
ées sur un tube droit. L'asservissement
onsistera à reproduire des immittan
es a
oustiques de 
onduit vo
al variant dans le temps. Après uneétude théorique et la mise en pla
e d'un prototype, 
e résonateur pourra être utilisé dans deux situations :(1) il sera 
ouplé à une version adaptée de la maquette 1 :1 de larynx piloté (similaire à 
elle présentéeen � 3.3.3) qu'on alimentera en air ; (2) il pourra être adapté sur la bou
he arti�
ielle pour étudier,in vitro, l'e�et d'un 
onduit vo
al sur la jouabilité des notes d'un trombone (le système qui a permisl'asservissement du déphasage, en �gure 3.9, risque en e�et d'être trop limité pour une exploration �large�).4.3 Deux sujets de thèseLes sujets développés 
i-dessous, sont donnés sous leur forme déposée ave
 le format requis par 
haqueE
ole Do
torale, à l'ex
eption du résumé de sujet (retiré i
i pour ne pas sur
harger).4.3.1 Synthèse sonore par modélisation physique préservant la passivité etinversion entrée-sortie (Antoine Falaize-Skrzek, ED EDITE-UPMC)Au moment de la réda
tion de 
e manus
rit, le dire
teur de 
ette thèse est Xavier Rodet-Ir
am. Ena

ord ave
 lui, il a été prévu et mentionné à l'E
ole Do
torale lors du dép�t du sujet que je prendrai ladire
tion o�
ielle lorsque j'aurai obtenu l'Habilitation à diriger des Re
her
hes.Préambule et 
ontexte : La synthèse sonore par modélisation physique s'atta
he à simuler des sys-tèmes produ
teurs de son, existants ou imaginaires, qui respe
tent les lois de la physique. Il peut s'agirpar exemple d'instruments de musique (per
ussions, 
ordes, vents, voix), de systèmes éle
tro-a
oustiqueset 
ir
uits éle
troniques (ampli�
ateurs de guitares, pédales d'e�ets, synthétiseurs analogiques). L'intérêtde 
e type de synthèse est de ré
upérer non seulement le timbre du son mais aussi tous les 
omportementsnaturels (attaques, transitoires, distorsions, et
). La 
omplexité et la �nesse de la modélisation peuventêtre très variables (géométrie, amortissements, non-linéarités, et
) et ont un impa
t dire
t sur la simu-lation. L'amortissement est 
ru
ial pour le réalisme. Les non-linéarités le sont aussi pour les systèmesauto-os
illants (instruments auto-entretenus) et pour les variations de timbres apparaissant aux nuan
es"fortissimo". Les travaux de 
es dernières années sur le sujet ont permis des progrès signi�
atifs tantpour le réalisme que la rapidité des 
al
uls (on pourra 
onsulter par exemple [1,2℄). Un é
hantillon de telstravaux issus de l'équipe analyse/synthèse de l'Ir
am est mentionné 
i-dessous (
f. [3-6℄).Problème posé : Pour un modèle �xé, un des points 
lef (P1) pour la simulation est d'assurer sastabilité et sa pré
ision. Un autre point 
lef (P2) est que le réalisme du son n'est pas su�sant : il estaussi important d'assurer le réalisme venant du "jeu de l'instrumentiste". Ce dernier point, 
ru
ial pourla voix, pose le problème de l'inversion (
f. [7-8℄) : 
omment piloter le modèle simulé pour obtenir tel son
ible (ou un résultat pour lequel le jeu semble naturel) ?Les outils standard pour (P1) 
onsistent souvent à appliquer au modèle des s
hémas numériques adho
 (di�éren
es �nies, éléments �nis, dé
omposition en guides d'ondes numériques, et
) pour lesquelson re
her
he des 
onditions de stabilité. Si un modèle est 
onservatif (une énergie se 
onserve et on està la limite de la stabilité), le problème devient déli
at. Des méthodes spé
i�ques (et très e�
a
es) dedis
rétisation existent, qui garantissent la 
onservation d'énergie (
f. [9℄ pour un exemple sur la 
orde). Les
héma numérique peut alors ne plus être préalable mais dé
ouler du modèle original. Il se fonde sur uneformulation variationnelle adéquate, dite à Hamiltonien (H), qui "en
ode plus d'information stru
turelle"que la formulation di�érentielle (/aux dérivées partielles). En résumé, en dis
rétisant le Hamiltonien Hplut�t que le problème di�érentiel, on arrive à garantir un prin
ipe physique, i
i, la 
onservation del'énergie (
e qu'une autre méthode n'assure pas par défaut). La re
her
he à 
onduire dans 
ette thèseest motivée par le fait que les systèmes amortis ne sont pas à Hamiltonien mais que l'on peut utiliserdes appro
hes et méthodes de dis
rétisation semblables qui préservent expli
itement la dynamique dela puissan
e dissipée (
'est-à-dire, respe
tant le prin
ipe physique intrinsèque de dissipation de 
haquemodèle étudié).



4.3. DEUX SUJETS DE THÈSE 95Le problème (P2) est quant à lui mal posé en général, au sens où il existe une in�nité de solutionset que 
elles-
i peuvent être très sensibles à de petites modi�
ations de paramètres. Il devient 
ru
ial derégulariser le problème pour déterminer une solution pertinente et les 
onsidérations énergétiques peuventêtre utiles pour 
ela.Sujet : Cette thèse s'intègre dans les travaux de l'équipe Analyse/Synthèse de l'IRCAM (CNRS UMR9912-UPMC). Elle a pour obje
tif de 
onstruire des méthodes automatiques de simulation (synthèse) etd'inversion (analyse) de systèmes physiques produ
teurs de son qui garantissent et exploitent expli
ite-ment leur passivité/dissipativité.En e�et, qu'ils soient simples ou 
omplexes, les systèmes produ
teurs de son possèdent une propriété
ommune : hors des sour
es d'ex
itation (les générateurs), ils sont tous passifs. Lorsqu'il n'y a pas d'idéa-lisation qui néglige les amortissements, 
ette passivité devient même stri
te : les systèmes ne sont plus
onservatifs mais dissipatifs. Peu d'outils d'analyse/synthèse sonore 
her
hent à garantir et reproduire
ette propriété.Pour aborder 
e sujet, on s'appuiera sur une méthode de la théorie des systèmes et de l'automatiquequi permet de bien représenter 
ette propriété et pour laquelle les re
her
hes a
tuelles sont très a
tives : ils'agit des "port-Hamiltonian systems" [10℄. Après une introdu
tion à l'outil et une étude bibliographique,on s'initiera au sujet ave
 une première appli
ation simple pour laquelle on 
onstruira : (1) des simula-tions préservant la dissipativité du système original et (2) des inverseurs entrée/sortie séle
tionnant des
ommandes de pilotages naturellement pertinentes. Plus pré
isément, on pourra s'intéresser à des sys-tèmes élémentaires, d'abord simples (os
illateur mé
anique ou éle
tronique linéaires puis non linéaires)puis plus élaborés (par exemple, tube a
oustique, 
orde, poutre, plaque, haut-parleur, triodes, transis-tors, et
). Dans un se
ond temps, on s'intéressera à la 
onnexion et la mise en réseau de tels 
omposantsélémentaires qu'on aura rassemblé dans un di
tionnaire. On exploitera le fait que la 
onnexion de "port-Hamiltonian systems" permet de respe
ter les bilans énergétiques [11℄ pour développer un formalisme de
onstru
tion d'instruments 
omplets et qui préserve la dissipativité globale.Dans 
ette progression, on fournira à 
haque étape un 
ouple d'outils d'Analyse (inversion)-Synthèse(simulation). On s'intéressera aussi à un générateur automatique de simulation, si possible 
ompatibleave
 le temps réel (par exemple, en 
ode FAUST).Enjeux : Historiquement, la re
her
he de s
hémas préservant l'énergie des systèmes 
onservatifs aété introduite en mé
anique analytique et motivée par l'étude numérique de la stabilité de systèmes
élestes (système solaire, par exemple). Des re
her
hes sur des s
hémas dits symple
tiques (préservantpar exemple des symétries, invariants géométriques naturels, et
) sont aussi très a
tives. Dans tous les 
as,plut�t que de dis
rétiser la formulation di�érentielle (/aux dérivées partielles) du problème, on dis
rétiseune formulation variationnelle adéquate qui "en
ode plus d'information stru
turelle", dont le Hamiltonienpour la 
onservation de l'énergie, 
omme indiqué 
i-dessus. Les "port-Hamiltonian systems" introduitsen automatique et théorie de systèmes en sont une généralisation possible. Ils permettent d'intégrer desamortissements, de 
onsidérer des entrées, et de 
onne
ter plusieurs systèmes entre eux tout en respe
tantles bilans énergétiques [11℄.Par
e que les phénomènes mis en jeu dans les instruments de musique peuvent être 
omplexes (amor-tissements en dérivation fra
tionnaire dans les tubes a
oustiques, géométries non triviales, et
), ils sontde bons 
andidats d'étude pour faire avan
er les 
onnaissan
es (appliquées et théoriques) sur les "port-Hamiltonian systems". Ré
iproquement, l'analyse/synthèse sonore a beau
oup à retirer de 
ette appro
hedans la mesure où l'on sait d'expérien
e que la qualité d'un amortissement joue un r�le 
ru
ial dans leréalisme sonore. Il devient don
 né
essaire d'étendre les résultats obtenus pour des 
as de systèmes 
onser-vatifs (à Hamiltonien) aux 
as dissipatifs. De plus, pour les problèmes d'inversion et d'observation d'état àpartir du son mesuré, in
lure une information sur la stru
ture des dynamiques, a un pouvoir régularisant,de même que toute 
ontrainte préservant un invariant 
onnu du système (
f. e.g. [12℄). L'enjeu appli
atifest important d'autant plus sur des systèmes 
omplexes tels que la voix.En�n, l'énergie est souvent utilisée en automatique 
omme fon
tionnelle de Lyapunov pour la stabi-lisation de système. Mais on peut aussi en tirer une distan
e naturelle pour mesurer un é
art entre lesétats de deux systèmes jumeaux. Ce
i pourrait être exploité pour la 
onstru
tion d'observateurs d'état(
f. [8℄). Les modèles physiques de valves (an
hes, lèvres, glotte) utilisés en synthèse sonore ne sont pasà bilan énergétique bien posé. L'appro
he 
onsidérée dans 
ette thèse devrait permettre de dépasser 
eproblème.
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 Control. Vol55(9) pp :2186 - 2191, 2010.4.3.2 Modélisation, asservissement et 
ommande d'une bou
he arti�
ielle ro-botisée pour le jeu des 
uivres (Ni
olas Lopes, ED SMAER, UPMC)Au moment de la réda
tion de 
e manus
rit, le dire
teur de 
ette thèse est René Caussé-Ir
am. Ena

ord ave
 lui, il a été prévu et mentionné à l'E
ole Do
torale lors du dép�t du sujet que je prendrai ladire
tion o�
ielle lorsque j'aurai obtenu l'Habilitation à diriger des Re
her
hes.Contexte : Une bou
he arti�
ielle robotisée dédiée au jeu des instruments de type 
uivre a été dé-veloppée à l'IRCAM. Ce système a déjà permis d'e�e
tuer des séries d'expérien
es reprodu
tibles et defournir des 
artographies (énergie, fréquen
e fondamentale, et
) en régimes stationnaires. A partir de 
esrésultats, des 
ommandes en bou
le ouverte (
'est-à-dire, sans 
orre
tion par rétro-a
tion) ont permis dejouer des séquen
es simples de quelques notes [1℄3.Sur la plate-forme a
tuelle, les a
tionneurs du robot sont : (A1) une éle
tro-vanne pilotant l'arrivéed'air, (A2) un translateur pilotant l'appui de l'embou
hure sur les lèvres arti�
ielles, (A3-4) deux vérinspilotant le volume d'eau dans 
ha
une des lèvres. Un haut-parleur (A5) permet en outre de générer uneex
itation a
oustique à l'intérieur de la bou
he a�n d'examiner 
ertaines fon
tions de transfert pour desapproximations en � petits signaux �.Les 
apteurs utilisés pour les mesures sont : (C1-2) 
apteurs de pression de haute pré
ision (undans la bou
he, un dans l'embou
hure), (C3) un 
apteur optique mesurant l'ouverture entre les lèvres,(C4) 
apteur de for
e d'appui, (C5-6) 
apteurs de pression d'eau (un dans 
haque lèvre). Quelques 
apteursadditionnels sont utilisés pour des asservissements de bas niveau (
apteurs de positions sur (A2-4) et desvéri�
ations de 
onditions expérimentales (
apteur température et de pression d'alimentation).3Cf. http ://re
her
he.ir
am.fr/anasyn/helie/Brasstroni
s/FilmBrasstroni
s2011.avi



4.3. DEUX SUJETS DE THÈSE 97Tous les signaux peuvent être mesurés et les a
tionneurs pilotés en temps réel par un système dSpa
e(in
luant DSP, 
arte entrée/sorties, très employé pour le prototypage dans le se
teur de l'automobile etde l'industrie).Problème posé, obje
tifs et résultats attendus : Dans 
ette thèse, on s'intéresse à : (1) la modé-lisation du système 
omplet (mé
atronique aéro-a
oustique robotisé) qui garantit les bilans énergétiques,(2) la résolution de problèmes inverses (estimation de paramètres, observateur d'état, asservissement et
ommande), et (3) leur utilisation pour l'étude et la 
ara
térisation d'instruments réels.1.Modélisation : Dans 
e volet, on s'intéressera d'une part à modéliser le système d'intérêt (l'instru-ment in
luant la bou
he et les lèvres arti�
ielles) et d'autre part, les organes de pilotage.Pour 
ela, on s'appuiera de façon privilégiée sur la � formulation hamiltonienne à port � [2℄. Cette ap-pro
he a l'avantage de traiter tous les 
omposants d'un système ave
 un outil unique. Elle permet de
onne
ter des sous-systèmes physiques passifs divers (éle
tronique, mé
anique des solides et �uides,thermodynamique, génie des pro
édés, systèmes physiques 
omplexes, et
) tout en préservant lapassivité et en garantissant les bons bilans énergétiques. De plus, elle fournit une représentationd'état paramétrée standard du système entrée/sortie 
onsidéré, dire
tement utilisable en automa-tique et robotique a�n d'élaborer, par exemple, des lois de 
ommandes. Cette étude béné�
iera des
ompéten
es de spé
ialistes des � systèmes hamiltoniens à port � au sein du projet ANR Hame
-MopSys (Hamiltonian Methods for the Control of Multidomain Distributed Parameter Systems,2011-2015, Y. Le Gorre
).De plus, on portera une attention parti
ulière au 
ouplage (passif) aéro-a
oustique, à l'origine res-ponsable de la non-linéarité qui permet l'auto-os
illation du système lorsqu'il est ex
ité (sons auto-entretenus) et 
onduit à une grande diversité de régimes (dont 
ertains 
haotiques, 
f. [3,4℄). Pourle résonateur, on s'appuiera sur un modèle uni-dimensionel dissipatif de pavillon validé ré
emmentsur des mesures (équation de Webster-Lokshin à abs
isse 
urviligne) [5℄.Des simulations des modèles obtenus, à passivité garantie, seront élaborées.2. Estimation de paramètres, asservissement et 
ommande : Dans 
e volet, une première étape
onsistera à estimer les paramètres du système : 
eux du résonateur à partir de mesures d'impé-dan
e a
oustique, et 
eux de l'ex
itateur à partir de mesures sur la bou
he et d'un proto
ole de
alibration qui sera mis au point. Dans un se
ond temps, on étudiera la stabilité du système (enutilisant l'énergie fournie par le hamiltonien 
omme fon
tionnelle de Lyapunov du robot et en ex-ploitant la dissipativité) et on 
on
evra un observateur d'état du système (
f. [6℄ pour un modèlesimpli�é). En�n, on synthétisera des asservissements et lois de 
ommandes a�n de reproduire dessons ou 
onsignes 
ibles (nuan
e, hauteur, et
), d'abord dans des 
as simples (régimes périodiques,stationnaires, attaques 
alibrées) puis plus généraux (transitoires, restitution d'une phrase musi
ale,et
).Dans 
ette dernière étude, on pourra en partie 
her
her à mettre à pro�t l'appro
he en systèmesHamiltoniens à port qui permet de synthétiser des asservissements et 
ontr�leurs reproduisant un
omportement physique naturel (par exemple, dissipatif, 
e qui n'est généralement pas le 
as apriori). L'in
lusion d'une 
omposante dynamique passive (physiologique) simpli�ée, du musi
ienpourra ainsi être testée.On 
omparera les résultats obtenus et mesurés sur le robot à 
eux obtenus par simulation.3.Résultats expérimentaux et étude d'instruments réels : Le troisième volet exploitera les résul-tats pré
édents pour mettre au point un ban
 de test d'instruments réels. On proposera des pro-to
oles pour quelques � tests 
lef � et génération de � 
artographies type �, par exemple (
f. [7,8℄) :justesse et relation entre les fréquen
es de résonan
e de l'instrument et la fréquen
e de jeu (e�etde la nuan
e), fa
ilité d'émission (
ara
térisation numérique de bassins d'attra
tion), indi
e d'har-moni
ité du son en situation de jeu, et
. La mise au point de 
es tests sera menée 
onjointementsur le robot et les versions simulées du modèle pour tester leur robustesse en pratique. Cette étudebéné�
iera du 
adre du projet ANR CAGIMA (Con
eption A
oustique Globale d'Instruments deMusique à An
he justes et homogènes, 2011-2015, P. Guillemain) dans lequel des prototypes réelsd'instruments à per
e optimale (selon des modèles et 
ritères �xés) seront 
onstruits et devront êtretestés.
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ienti�ques : Les retombées s
ienti�ques 
on
ernent la 
ompréhension �ne du fon
tion-nement et la validation de modèles de 
uivre (en parti
ulier, le 
ouplage aéro-a
oustique). Notons que 
etype de modèle 
on
erne également 
elui de glotte pour la voix. L'analyse de 
omportements dynamiquespeut fournir des indi
es pour l'aide à la pédagogie. La synthèse de lois de 
ommandes pour le pilotage desystèmes aéro-a
oustiques auto-os
illants est un problème s
ienti�que déli
at et est en
ore un enjeu ensoi. En�n, le robot fournira un ban
 de test 
apable d'établir des 
artes d'analyse et des 
ara
téristiquesobje
tives pour un instrument réel en situation de jeu.Bibliographie :[1℄ N. Lopes, Cartographie de paramètres de jeu de trompettiste : mise en 
orrespondan
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e et Magistère EEA, Université Paris Sud.2000-2002 3x(32h) TD d'initiation à Matlab : Probabilités, Traitement du signal, Automatique nonlinéaire, NFIO, Université Paris Sud.2001 (32h) TP de traitement du signal (M. Kie�er), FIUPSO (3A et DESS), Université Paris Sud.2000 (32h) TP d'éle
tronique numérique (J.P. Courat), DEUG S2SM, Université Paris Sud.1999 (8h) Assistan
e de l'interrogateur aux TP-oraux du 
on
ours de l'E
ole Polyte
hnique .1999 (48h) TP de traitement du signal sonore (S. Mallat, J.F. Genat) : Vo
odeur LPC, Synthèse d'unson de 
orde, 
ompression MPEG, E
ole Polyte
hnique.1998 (48h) TP d'éle
tronique (A. Fromentel) : Réalisation d'une liaison série hyper-fréquen
e, E
olePolyte
hnique.Responsabilités dans des instan
es s
ienti�ques ou d'enseignementDepuis 2011 Responsable de l'Unité d'Enseignemennt �Traitement du Signal Musi
al� du Master 2RATIAM (A
oustique Traitement du Signal et Informatique Appliqués à la Musique). UniversitéPierre et Marie Curie.Depuis 2007 Membre du Bureau (se
rétaire depuis 2011) du Groupe Spé
ialisé en A
oustique Musi
alede la So
iété Française d'a
oustique (GSAM-SFA, www.sfa-asso.fr/).Depuis 2006 Membre du Conseil de laboratoire (CNRS UMR 9912).2007-2010 Membre du Comité de séle
tion de l'Université Paris Sud, se
tion CNU 61.2005-2009 Responsable d'une des 4 a
tions du projet ANR CONSONNES (Contr�le des sons naturels etsynthétiques, http ://www.
onsonnes.
nrs-mrs.fr/)A
tion 2 : Modèles numériques de synthèsetemps-réel : optimisation, problèmes dire
ts et inverses, dis
rétisation, 
ontr�le automatique.A
tivité de rele
ture d'arti
les pour des revues s
ienti�quesA
oustique : A
ta A
usti
a united with A
usti
a, Journal of the A
ousti
al So
iety of Ameri
a.Automatique : Automati
a, IEEE Transa
tions on Automati
 Control, IEEE Transa
tions on Cir
uitsand Systems, International Journal of Control, Journal Européen des Systèmes Automatisés.Traitement du signal : IEEE Transa
tions on Audio, Spee
h and Language Pro
essing.



105Organisation de journées s
ienti�ques et de sessions stru
turées en 
onféren
es2012 Session stru
turée �MA-S06 : Nonlinear aspe
ts of musi
al instruments�, A
ousti
s'2012, Nantes(ave
 S. Bilbao, University of Edinburgh).2010 Sessions stru
turées �SS(AM) : Synthèse sonore par modèle physique� et �SS(AM) : Non-linéaritésdans les instruments de musique : analyses, méthodes, simulations�, 10ème Congrès Français d'A
ous-tique Lyon (ave
 C. Vergez, CNRS).2008 Session stru
turée �Singularities Analysis and Integral Representations for Fra
tional Di�erentialSystems�, IFAC 
onferen
e on Fra
tional Di�erentiation and its Appli
ations, Ankara, Turquie (ave
D. Matignon, ISAE-Sup'Aéro.).2008 Journée �Non-linéarités dans les instruments de musique�, Groupe Spé
ialisé en A
oustique Musi-
ale de la So
iété Française d'A
oustique.2001 Session stru
turée �Virtual Musi
al Instruments�, Multi
onferen
e on Systemi
s, Cyberneti
s andInformati
s, ISAS-SCI 2001, Orlando, Etats-Unis (ave
 C. Vergez, CNRS).Relations industrielles et valorisation2010-2012 Coordinateur 
lient des projets mé
atroniquesVoi
eTroni
s 1 puis Voi
eTroni
s 2 ave
 l'E
oledes Mines, ParisTe
h : développement d'un éle
tro-glottagraphe multi-
anal et de maquettes roboti-sées (é
helles 1 et 4) de 
onduit laryngé (ave
 T. Hézard-do
torant, N. Henri
h-CNRS, M. Kob-Prof.,T. Legou-CNRS et A. Lagier-Chirurgienne ORL).2008-2012 Partenariat ave
 la so
iété Orosys (lauréate du 
on
ours du Ministère de la re
her
he -OSEOen 
atégorie Création/Développement) : en
adrement (prin
ipal) de la thèse CIFRE d'Ivan Cohenpour la 
réation d'un produit 
ommer
ial destiné au milieu professionel de la musique.2007-2009 Développement du plug-in BrassyFx (ave
 V. Smet, R. Muller et T. Carpentier, Ir
am-CNRS) : émulation d'un e�et de 
uivrage temps-réel (type trombone) par les séries de Volterra(utilisé dans des 
réations musi
ales à l'Ir
am).2007-2009 Développement du plug-in Ir
amFilter (ave
 T. Carpentier, Ir
am-CNRS) : émulation d'un�ltre audio non linéaire par les séries de Volterra (utilisé dans des 
réations musi
ales à l'Ir
am).2005-2007 Coordinateur 
lient des projets mé
atroniques (BarmStrong 1 puis BarmStrong 2 ) ave
 l'E
oledes Mines, ParisTe
h : robotisation d'une bou
he arti�
ielle pour le jeu des instruments à vent detype 
uivre (projet ANR CONSONNES).A
tions de vulgarisation s
ienti�que2008 Arti
le �Des instruments de musique virtuels�, Pour la s
ien
e, volume 373 (ave
 C. Vergez-CNRS).2007 Zoom sur les métiers : Les métiers des mathématiques (Fi
he métier de Thomas Hélie), (1) ONISEP-Ministère de l'Edu
ation nationale, de l'Enseignement supérieur et de la Re
her
he (ISBN :978-2-273-00695-8, 41000 exemplaires) ; (2) Gazette des Mathémati
iens, volume 13 (SMF) ; (3) Journéede présentation à des 
lasses de terminale, organisée par B. Lu
quin (Laboratoire Ja
ques-LouisLions, Université Pierre et Marie Curie) et V. Chauveau (Asso
iation �femmes et mathématiques�,Institut Henri Poin
aré).2003 Démonstrations sonores et présentations �grand publi
� de résultats de re
her
he. 150è anniversairede l'E
ole Polyte
hnique fédérale de Lausanne.2001-2004 Démonstrations sonores et présentations �grand publi
� de résultats de re
her
he. Journées�Portes ouvertes� de l'Ir
am.
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Chapitre 6Liste des publi
ations personnellesCe 
hapitre rassemble l'ensemble de mes publi
ations, organisées selon les dix 
hamps re
ommandéspar le CNRS pour la réda
tion des rapports quadiennaux, puis par ordre 
hronologique. Ces dix 
hampssont les suivants : A. Revues à 
omité de le
ture, B. Conféren
es invitées dans des 
ongrès, C. A
tesde 
olloques à 
omité de le
ture, D. Publi
ations dans des revues sans 
omité, E. Communi
ations àdes 
ongrès (sans a
tes), F. Séminaires, G. Livres et ouvrages, H. Chapitres d'ouvrages, I. Logi
iels,J. Vulgarisation s
ienti�que, autres. Bien qu'elle soit vide, la partie D est in
luse dans 
e do
ument pourrespe
ter le 
lassement et apparaître dans la table des matières.



108 A. REVUES À COMITÉ DE LECTURE
A. Revues à 
omité de le
ture[A1℄ Thomas Hélie and Xavier Rodet. Radiation of a pulsating portion of a sphere : appli
ation to hornradiation. A
ta A
usti
a united with A
usti
a, 89 :565�577, 2003.[A2℄ Thomas Hélie. Mono-dimensional models of the a
ousti
 propagation in axisymmetri
 waveguides.J. A
oust. So
. Amer., 114 :2633�2647, 2003.[A3℄ Thomas Hélie and Xavier Rodet. Modélisation physique d'instruments de musique en systèmesdynamiques et inversion. Journal Européen des Systèmes Automatisés, 37 :1305�1310, 2003.[A4℄ Thomas Hélie and Martin Hasler. Volterra series for solving weakly nonlinear partial di�erentialequations : appli
ation to the Burgers equation with vis
o-thermal losses. International Journal ofControl, 77-12 :1071�1082, 2004.[A5℄ Thomas Hélie and Denis Matignon. Di�usive representations for analyzing and simulating �areda
ousti
 pipes with vis
o-thermal losses. Mathemati
al Models and Methods in Applied S
ien
es,16-4 :503�536, 2006.[A6℄ Thomas Hélie and Denis Matignon. Representation with poles and 
uts for the time-domain simu-lation of fra
tional systems and irrational transfer fun
tions. Journal of Signal Pro
essing, spe
ialissue on Fra
tional Cal
ulus Appli
ations in Signals and Systems, 86 :2516�2528, 2006.[A7℄ Thomas Hélie, Denis Matignon, and Rémi Mignot. Criterion design for optimizing low-
ost ap-proximations of in�nite-dimensional systems : towards e�
ient real-time simulation. Int. Journalof Tomography and Statisti
s, 7 :13�18, 2007.[A8℄ Thomas Hélie and David Roze. Sound synthesis of a nonlinear string using Volterra series. Journalof Sound and Vibration, 314 :275�306, 2008.[A9℄ Thomas Hélie and Béatri
e Laro
he. On the 
onvergen
e of Volterra series of �nite dimensionalquadrati
 MIMO systems. International Journal of Control, spe
ial issue in Honor of Mi
hel Fliess60 th-birthday, 81-3 :358�370, 2008.[A10℄ Rémi Mignot, Thomas Hélie, and Denis Matignon. On the appearan
e of bran
h 
uts for fra
tionalsystems as a mathemati
al limiting pro
ess based on physi
al grounds. Physi
a S
ripta, 136 :1�7,2009.[A11℄ Brigitte Andréa-Novel, Jean-Mi
hel Coron, and Thomas Hélie. Asymptoti
 state observers for asimpli�ed brass instrument model. A
ta A
usti
a united A
usti
a, 96-4 :733�742, 2010.[A12℄ Rémi Mignot, Thomas Hélie, and Denis Matignon. Digital waveguide modeling for wind instru-ments : building a state-spa
e representation based on the Webster-Lokshin model. IEEE Transa
-tions on Audio, Spee
h and Language Pro
essing, spe
ial issue on Virtual Analog Audio E�e
ts andMusi
al Instruments, 18-4 :843�854, 2010.[A13℄ Thomas Hélie. Volterra series and state transformation for real-time simulations of audio devi
esin
luding saturations : appli
ation to the Moog ladder �lter. IEEE Transa
tions on Audio, Spee
hand Language Pro
essing, spe
ial issue on Virtual Analog Audio E�e
ts and Musi
al Instruments,18-4 :747�759, 2010.[A14℄ Thomas Hélie and Béatri
e Laro
he. Computation of 
onvergen
e bounds for Volterra series oflinear analyti
 single input systems. IEEE Transa
tions on Automati
 Control, 56-9 :2062�2072,2011.



A. REVUES À COMITÉ DE LECTURE 109[A15℄ Rémi Mignot, Thomas Hélie, and Denis Matignon. From a model of lossy �ared pipes to a generalframework for simulation of waveguides. A
ta A
usti
a united with A
usti
a, 97 :477�491, 2011.[A16℄ Rémi Mignot, Thomas Hélie, and Denis Matignon. Simulation en guides d'ondes numériques stablespour des tubes a
oustiques à pro�l 
onvexe : quelques apports de l'automatique et du traitementdu signal pour la résolution numérique en temps réel de problèmes de dimension in�nie intervenanten a
oustique musi
ale. Journal Européen des Systèmes Automatisés, 45-7 :547�574, 2011.



110 B. CONFÉRENCES INVITÉES DANS DES CONGRÈS
B. Conféren
es invitées dans des
ongrès[B1℄ Christophe Vergez and Thomas Hélie. Virtual musi
al instruments : Plenary session. In the 5thConferen
e on Systemi
s, Cyberneti
s and Informati
s, Orlando, USA.[B2℄ Thomas Hélie, Thomas Hézard, Rémi Mignot, and Denis Matignon. On the 1D wave propagationin wind instruments with a smooth pro�le. In Forum A
usti
um, volume 6, pages 1�6, Aalborg,Denmark.[B3℄ Thomas Hélie. TUTORIAL : introdu
tion to Volterra series and appli
ations to physi
al audiosignal pro
essing. In DAFx - International Conferen
e On Digital Audio E�e
ts, volume 14, pages1�1, Paris, Fran
e.[B4℄ Thomas Hélie, Ni
olas Lopes, and René Caussé. Robotized arti�
ial mouth for brass instruments :automated experiments and 
artography of playing parameters. In PEVOC - Pan European Voi
eConferen
e, volume 9, pages 77�78, Marseille, Fran
e.[B5℄ Thomas Hézard, Thomas Hélie, Boris Doval, René Caussé, and Gilles Degottex. Glottal areawaveforms study from high speed video-endos
opi
 re
ordings and voi
e produ
tion model withaeroa
ousti
 
oupling driven by a for
ed glottal folds model. In PEVOC - Pan European Voi
eConferen
e, pages 75�76, Marseille, Fran
e.



C. ACTES DE COLLOQUES À COMITÉ DE LECTURE 111
C. A
tes de 
olloques à 
omité dele
ture[C1℄ Philippe Depalle and Thomas Hélie. Extra
tion of spe
tral peak parameters using a short-time Fou-rier transform modeling and no sidelobe windows. In IEEE WASPAA - Workshop on Appli
ationsof Signal Pro
essing on Audio and A
ousti
s, pages 1�4, Mohonk, USA, 1997.[C2℄ Thomas Hélie, Christophe Vergez, Jean Lévine, and Xavier Rodet. Inverse problem in a physi
almodel of trumpet : estimation of the player's 
ontrol parameters. In ICMC - International ComputerMusi
 Conferen
e, pages 1�4, Beijing, China.[C3℄ Thomas Hélie, Christophe Vergez, Jean Lévine, and Xavier Rodet. Inversion of a physi
al modelof a trumpet. In IEEE CDC - Conferen
e on De
ision and Control, volume 38.3, pages 2593�2598,Phoenix, Arizona, USA.[C4℄ Thomas Hélie, Christophe Vergez, and Xavier Rodet. Virtual musi
al instruments : 
ontribution tophysi
al modeling and 
ontrol of self-sustained instruments. In the 5th Conferen
e on Systemi
s,Cyberneti
s and Informati
s, volume 10, pages 547�552, Orlando, USA, 2001.[C5℄ Thomas Hélie and Denis Matignon. Damping models for the sound synthesis of bar-like instru-ments. In the 5th Conferen
e on Systemi
s, Cyberneti
s and Informati
s, volume 10, pages 541�546,Orlando, USA, 2001.[C6℄ Thomas Hélie and Denis Matignon. Numeri
al simulation of a
ousti
 waveguides for Webster-Lokshin model using di�usive representations. In Waves - International Conferen
e on Mathema-ti
al and Numeri
al Aspe
ts of Wave Propagation Phenomena (INRIA), volume 6, pages 72�77,Jyvaskyla, Finland, 2003.[C7℄ Houssem Haddar, Thomas Hélie, and Denis Matignon. A Webster-Lokshin model for waves withvis
othermal losses and impedan
e boundary 
onditions : strong solutions. In Waves - InternationalConferen
e on Mathemati
al and Numeri
al Aspe
ts of Wave Propagation Phenomena (INRIA),volume 6, pages 66�71, Jyvaskyla, Finland, 2003.[C8℄ Thomas Hélie and Martin Hasler. Representation of the weakly nonlinear propagation in air-�lledpipes with Volterra series. In IEEE NDES - Workshop on Nonlinear Dynami
s of Ele
troni
 Systems,volume 11, pages 105�108, S
uol, Switzerland, 2003.[C9℄ Thomas Hélie. On the use of Volterra series for real-time simulations of weakly nonlinear analogaudio devi
es : appli
ation to the Moog ladder �lter. In DAFx - International Conferen
e On DigitalAudio E�e
ts, volume 9, pages 7�12, Montréal, Québe
.[C10℄ Thomas Hélie. Résolution d'une équation des ondes faiblement non linéaire par les séries de Volterraet dé
omposition modale. In CFA - Congrès Français d'A
oustique, volume 8, pages 1�4, Tours,Fran
e.[C11℄ Thomas Hélie. Ondes dé
ouplées et ondes progressives pour les problèmes mono-dimensionnelsd'a
oustique linéaire. In CFA - Congrès Français d'A
oustique, volume 8, pages 1�4, Tours, Fran
e.[C12℄ Thomas Hélie, Denis Matignon, and Rémi Mignot. Criterion design for optimizing low-
ost approxi-mations of in�nite-dimensional systems : towards e�
ient real-time simulation. In IFAC Workshopon Control Appli
ations of Optimisation, volume 13, pages 1�6, Ca
han, Fran
e.



112 C. ACTES DE COLLOQUES À COMITÉ DE LECTURE[C13℄ Thomas Hélie, Rémi Mignot, and Denis Matignon. Waveguide modeling of lossy �ared a
ousti
pipes : Derivation of a Kelly-Lo
hbaum stru
ture for real-time simulations. In IEEE WASPAA -Workshop on Appli
ations of Signal Pro
essing to Audio and A
ousti
s, pages 267�270, Mohonk,USA.[C14℄ Karim Trabelsi, Thomas Hélie, and Denis Matignon. Time-domain simulation of fun
tions anddynami
al systems of Bessel type. In WAVES - Conferen
e on Mathemati
al and Numeri
al aspe
tsof waves, volume 8, pages 1�3, Reading, England.[C15℄ David Roze and Thomas Hélie. Sound synthesis of a nonlinear string using Volterra series. In ICA- International Congress on A
ousti
s, volume 19, pages 1�6, Madrid, Spain.[C16℄ Rémi Mignot, Thomas Hélie, and Denis Matignon. On the appearan
e of bran
h 
uts for fra
tio-nal systems as a mathemati
al limiting pro
ess based on physi
al grounds. In FDA - Fra
tionalDi�erentiation and its Appli
ations, pages 1�6, Ankara, Turkey, 2008.[C17℄ Rémi Mignot, Thomas Hélie, and Denis Matignon. Stable realization of a delay system modeling a
onvergent a
ousti
 
one. In IEEE MED - Mediterranean Conferen
e on Control and Automation,pages 1574�1579, Aja

io, Fran
e, 2008.[C18℄ Thomas Hélie and Vanessa Smet. Simulation of the weakly nonlinear propagation in a straightpipe : appli
ation to a real-time brassy audio e�e
t. In IEEE MED - Mediterranean Conferen
e onControl and Automation, volume 16, pages 1580�1585, Aja

io, Fran
e.[C19℄ Thomas Hélie and Béatri
e Laro
he. Convergen
e radius and guaranteed error bound for theVolterra series expansion of �nite dimensional quadrati
 systems. In IEEE MED - MediterraneanConferen
e on Control and Automation, volume 16, pages 741�746, Aja

io, Fran
e.[C20℄ Ivan Cohen and Thomas Hélie. Simulation of a guitar ampli�er stage for several triode models :examination of some relevant phenomena and 
hoi
e of adapted numeri
al s
hemes. In AES -Convention of Audio Engineering So
iety, volume 127, pages 1�4, New York, USA.[C21℄ Brigitte D'Andréa-Novel, Jean-Mi
hel Coron, Bernoît Fabre, and Thomas Hélie. Wind instrumentsas time delay systems. Part I : modeling. In IFAC Workshop on Time Delay Systems, pages 1�6,Sinaia, Romania, 2009.[C22℄ Brigitte D'Andréa-Novel, Jean-Mi
hel Coron, Benoît Fabre, and Thomas Hélie. Wind instrumentsas time delay systems. Part II : 
ontrol and estimation. In IFAC Workshop on Time Delay Systems,volume 8, pages 7�12, Sinaia, Romania, 2009.[C23℄ Rémi Mignot, Thomas Hélie, and Denis Matignon. State-spa
e representations for digital waveguidenetworks of lossy �ared a
ousti
 pipes. In DAFx - International Conferen
e On Digital Audio E�e
ts,pages 60�64, Como, Italy.[C24℄ Thomas Hélie and Béatri
e Laro
he. Computation of 
onvergen
e radius and error bounds ofVolterra series for single input systems with a polynomial nonlinearity. In IEEE CDC - Conferen
eon De
ision and Control, volume 48, pages 1�6, Shanghai, China.[C25℄ Ivan Cohen and Thomas Hélie. Simulation temps réel d'un étage éle
tronique non linéaire d'am-pli�
ateur guitare, et améliorations à l'aide de mesures de triodes. In CFA - Congrès Françaisd'A
oustique, volume 10, pages 1�6, Lyon, Fran
e.[C26℄ Ivan Cohen and Thomas Hélie. Measures and parameter estimation of triodes, for the real-timesimulation of a multi-stage guitar preampli�er. In AES - Convention of Audio Engineering So
iety.[C27℄ Rémi Mignot, Thomas Hélie, and Denis Matignon. Simulation de guides d'ondes stables pour destubes a
oustiques 
onvexes. In CFA - Congrès Français d'A
oustique, volume 10, pages 1�6, Lyon,Fran
e, 2010.[C28℄ David Roze, Xavier Merlhiot, Thomas Hélie, and Joël Bensoam. Simulation de la dynamique d'unepoutre de Reissner par les séries de Volterra. In CFA - Congrès Français d'A
oustique, volume 10,pages 1�6, Lyon, Fran
e.[C29℄ Thomas Hélie, Thomas Hézard, and Rémi Mignot. Représentation géométrique optimale de laper
e de 
uivres pour le 
al
ul d'impédan
e d'entrée et de transmittan
e, et pour l'aide à la lutherie.In CFA - Congrès Français d'A
oustique, volume 10, pages 1�6, Lyon, Fran
e.



C. ACTES DE COLLOQUES À COMITÉ DE LECTURE 113[C30℄ Thomas Hélie and Christophe Vergez. Propagation non linéaire ave
 amortissement proportion-nel : simulation entrée-sortie de solutions entropiques. In CFA - Congrès Français d'A
oustique,volume 10, pages 1�6, Lyon, Fran
e.[C31℄ Thomas Hélie, Thomas Hézard, and Rémi Mignot. Input impedan
e 
omputation for wind ins-truments based upon the Webster-Lokshin model with 
urvilinear abs
issa. In ISMA, Sydney,Australia.[C32℄ Thomas Hélie and Christophe Vergez. Nonlinear propagation with frequen
y-independent dam-ping : input-output simulation of entropi
 solutions. In ISMA, Sydney, Australia.[C33℄ Ivan Cohen and Thomas Hélie. Real time simulation of a guitar power ampli�er. In DAFx -International Conferen
e On Digital Audio E�e
ts, volume 13, pages 1�4, Graz, Austria.[C34℄ Rémi Mignot, Thomas Hélie, and Denis Matignon. A
ousti
 modelling of a 
onvex pipe adaptedfor digital waveguide simulation. In DAFx - International Conferen
e On Digital Audio E�e
ts,volume 13, pages 1�7, Graz, Austria, 2010.[C35℄ Thomas Hélie and Béatri
e Laro
he. Convergen
e of series expansions for some in�nite dimensionalnonlinear systems. In IFAC SSSC - Symposium on System, Stru
ture and Control, volume 4, pages1�7, An
ona, Italiy.[C36℄ Thomas Hélie and Béatri
e Laro
he. Computation of 
onvergen
e radius and error bounds ofVolterra series for multiple input systems with an analyti
 nonlinearity in state. In IEEE CDC -Conferen
e on De
ision and Control, volume 49, pages 1�6, Atlanta, USA.[C37℄ Thomas Hélie. Lyapunov stability analysis of the Moog ladder �lter and dissipativity aspe
ts innumeri
al solutions. In DAFx - International Conferen
e On Digital Audio E�e
ts, volume 14, pages45�52, Paris, Fran
e.[C38℄ Thomas Hélie, Thomas Hézard, Louis Delebe
que, and Rémi Mignot. Considerations on travellingwaves in the horn equation and energeti
 aspe
ts. In A
outi
s 2012, pages 1�5, Nantes, Fran
e.[C39℄ David Roze and Thomas Hélie. Proposition of a Green-Volterra formalism to solve dynami
s of anonlinear string. In A
ousti
s 2012, pages 1�5, Nantes, Fran
e.[C40℄ Ivan Cohen and Thomas Hélie. Measures and models of real triodes, for the simulation of guitarampli�ers. In A
ousti
s 2012, pages 1�5, Nantes, Fran
e, 2012.[C41℄ Thomas Hézard, Thomas Hélie, René Caussé, and Boris Doval. Analysis-synthesis of vo
al soundsbased on a voi
e produ
tion model driven by the glottal area. In A
ousti
s 2012, pages 1�5, Nantes,Fran
e, 2012.[C42℄ François Dubois, Isabelle Gre�, and Thomas Hélie. On least a
tion prin
iples for dis
rete quantums
ales. In Quantum Intera
tion, volume 6, pages 1�11, Paris, Fran
e.[C43℄ Denis Matignon and Thomas Hélie. On damping models preserving the eigenfun
tions of 
onser-vative systems : a port-hamiltonian perspe
tive. In In 4th IFAC Workshop on Lagrangian andHamiltonian Methods for Nonlinear Control, pages 1�6, University of Bologna, Bertinoro, Italy,2012.
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D. Publi
ations dans des revues sans
omité



E. COMMUNICATIONS À DES CONGRÈS (SANS ACTES) 115
E. Communi
ations à des 
ongrès (sansa
tes)[E1℄ Mar
elo M. Wanderley and Thomas Hélie. Detailed study on the expressive movements of a
ousti
instrument performers with appli
ations to human
omputer intera
tion in 
omplex multiparametri

ontexts. In Conferen
e on Sensorimotor Controls in Men and Ma
hines, volume 3, Marseille,Fran
e.[E2℄ Thomas Hélie. Representation of the weakly nonlinear propagation in air-�lled pipes with Volterraseries. In Hassip Mid-term 
oupled with the workshop on Appli
ation Of Time Frequen
y AnalysisIn A
ousti
s and the ESI Spring Semester on Modern Time-Frequen
y Analysis, Erwin S
hroedingerInstitute, Vienna, Austria.[E3℄ Thomas Hélie. Systèmes di�érentiels fra
tionnaires et irrationnels : approximation et optimisation.In Journée "Dérivation fra
tionnaire en mé
anique - État-de-l'art et appli
ations", Paris, Fran
e.[E4℄ David Roze, Thomas Hélie, and Joël Bensoam. Appli
ation of Volterra series to simulate dynami
sof a Reissner beam. In A
ousti
s'08, Paris, Fran
e.[E5℄ Thomas Hélie, Brigitte D'Andréa-Novel, and Jean-Mi
hel Coron. Inverse problem : re
overing thefull-state of a simpli�ed model of a trumpet-like instrument from the radiated pressure. In A
ous-ti
s'08, Paris, Fran
e.[E6℄ Rémi Mignot, Thomas Hélie, and Denis Matignon. Puzzles in pipes with negative 
urvature : fromthe Webster pde to stable numeri
al simulation in real time. In IFAC CDPS - Workshop on Controlof Distributed Parameter Systems, Toulouse, Fran
e.[E7℄ Thomas Hélie, Brigitte D'Andréa-Novel, and Jean-Mi
hel Coron. Observers of a nonlinear neutralsystem modelling a musi
al brass instrument. In IFAC CDPS - Workshop on Control of DistributedParameter Systems, Toulouse, Fran
e.[E8℄ Thomas Hélie. Fra
tional and irrational systems : approximation and optimization. In Journées"Dynamiques fra
tionnaires et Appli
ations", Laboratoire de Mathématiques et de leur Appli
ations, CNRS UMR 5142, Pau, Fran
e, 2010.[E9℄ Thomas Hélie, Ni
olas Lopes, and René Caussé. Open-loop 
ontrol of a robotized arti�
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