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Segmentation bayésienne non supervisée

Principe de la segmentation et modélisation probabiliste
Estimation

Représentation des signaux traités

Signal observé discrétisé sur une grille N/ comprenant N sites

e Signal traité : y = (yn)nen : ensemble des descripteurs
(scalaires, vectoriels, matriciels) associés a chaque site n € N/

Principe de la segmentation

Créer une partition du signal y observé en sous-ensembles appelés
régions possédant certaines caractéristiques d’homogénéité.

e Signal segmenté : z = (x,)nen : ensemble des labels associés
a chaque sites n € \/
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Segmentation bayésienne non supervisée

Principe de la segmentation et modélisation probabiliste
Estimation

Modélisation probabiliste

La segmentation peut étre vue comme un probleme inverse
@ Nécessité de représenter les liens entre les phénomeénes
observé et caché
@ Pas de liens déterministes — approche statistique

Modélisation probabiliste

Y = (Y,)nen : le p.a observé prenant ses valeurs dans YV
X = (Xp)nen : le p.a caché prenant ses valeurs dans X'V

@ Liens statistiques modélisés par la loi de Z = (X, Y)

p(zl¢) = p(z)p(ylz, ¢)

Segmentation statistique

Y=y—1=5(y) N
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Segmentation bayésienne non supervisée

Principe de la segmentation et modélisation probabiliste
Estimation

Stratégie Bayésienne

L'objectif fixé est formalisé par le choix d'une fonction de perte
L:x?N Rt

La stratégie optimale 5p(y) relative a L est donnée par

sp(y) = argminE{L(3(Y), X)|Y = y}

Estimateur du mode des marginales a posteriori (MPM)

Objectif : minimiser le taux de sites mal classés : Vn € N,

Lo1(2n, &n) = Loy ) — (Zn) Py = arg max p(3na|y)
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Segmentation bayésienne non supervisée

Principe de la segmentation et modélisation probabiliste
Estimation

Estimation des paramétres

Loi de Z : p(z|¢) = p(x)p(y|z, d) ¢ inconnu— estimation des
parametres nécessaire.

Espérance Maximisation(EM)

Maximisation itérative de la vraisemblance
L.(¢) =logp(z,yl¢) = L(y, $) + log p(z|y, ¢)

° ¢Q+1 = arg maxg [E¢q {£C(¢)’y}

Estimation Conditionnelle Itérative (ECI)

° <;3: (;3(X, Y') approché par Eg4 {(;AS(X, Y)Y = y}

o 471 = Egu {3(X, V)ly .
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© Modélisation de la loi de Z
@ Calcul des marginales a posteriori
@ Indépendance et modeles de Markov
@ Expérimentations
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Modélisation de la loi de Z Calcul des marginales a posteriori
Indépendance et modeles de Markov
Expérimentations

Calcul des noyaux de transitions a posteriori

e Loide Z : p(z) = p(2) ngzp(zn]zlzn_l)
e Loi a posteriori : p(z|y) = p(x1|y) Hﬁzzp(xﬂxlm,l, Y)
@ Noyaux de transitions a posteriori

p(xn|x1:n—17 y) = p<zn’21:n—l)%

Bn(21:n) = P(Yn+1.N|21.0) calculables récursivement Vn € N/

Zz cX p(zn|zl:n—1> sin=N
1 Z1:n— X n .
IBn 1( b 1) { aneX p(zn|zlin*1)ﬂn(zl:n) Simon

@ Noyaux de transitions a posteriori calculables récursivement
par un parcours rétrograde du processus.
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Modélisation de la loi de Z Calcul des marginales a posteriori
Indépendance et modeles de Markov
Expérimentations

Algorithme de calcul des marginales a posteriori

< Passe arriere : pour n =N ...2
Y w ex P(zn|21n—1) sin=N
_1(#1:p—1) n .
/871 1( Lo 1) { Zg;ne)( p(zn|21:n—1)ﬁn(21:n) S11011
P(2n]21:n—1) sin=N
P(zn|z1;n—1)5 n(21:0)

< sinon
n—l(zl:n—l)

p($n|x1:n717 y) X {
Racine : p(a1]y) o< p(z1)f1(21)

> Passe avant : pour n =2... N
p(xlsn‘y) = p(xlsn—l’y)p(xn’xlsn—h y)
p(xn|y) = Ecm;n_lez\’”—l p(wm\y)
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Modélisation de la loi de Z Calcul des marginales a posteriori
Indépendance et modeles de Markov
Expérimentations

Hypotheses d'indépendance

P(Y1:n|21:n)
p(yl:nfl !$1:n71)

p(zn|zlzn71) = P(l’n |l‘1:n71)

@ Non calculable numériquement pour de grandes valeurs de V.

@ — Introduction d’hypotheses d'indépendance conditionnelle

Indépendance conditionnelle
V(a,b,c) e AxBxC, AlLB|C< p(a,b|lc)=p(alc)p(blc)
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Modélisation de la loi de Z Calcul des marginales a posteriori
Indépendance et modeles de Markov
Expérimentations

Processus i.i.d

Hypothese d'indépendance

Zn WL Zpn\ gy — P(2zn|21:n-1) = P(20)P(Yn|7n)
Xn-2 Xn-1 Xn Xn+1

@ On ne prend pas en compte les dépendances entre sites.
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Modélisation de la loi de Z Calcul des marginales a posteriori
Indépendance et modeles de Markov
Expérimentations

Chaine de Markov Cachée a Bruit Indépendant (CMC-BI)

Hypotheses d'indépendance conditionnelle

XnJrlJ-l—Xl:nfl’Xn n—1y __
{ Yn—J-LZN\n’Xn = p(zn\zl ) - P(In|$n—1);0(yn|$n)

Yn-2 Yn-1 Yn Yn+1

Xn-2 Xn-1 Xn Xn+1

@ X est une chaine de Markov (CM).

@ 7 est une CM

@ X|Y est une CM — calcul numérique possible des marginales
a posteriori

o Modele largement utilisé : parcimonie, grande robustesse.
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Modélisation de la loi de Z Calcul des marginales a posteriori
Indépendance et modeles de Markov
Expérimentations

Chaine de Markov Couple (CMCo)

Hypothese d'indépendance conditionnelle

p(yn—l:n|$n—1:n)

Zn+1J-|—Z1:n71|Zn = p(zn|zn71) = P($n|iﬁn71> P(Yn—1|Tn—1)

Yn-2 Yn-1 Yn Yn+1

Xn-2 Xn-1 Xn Xn+1

@ On suppose directement la markovianité de Z.
e X|Y et Y|X sont des CM

@ X n'est plus nécessairement une CM : modele plus général
que CMC-BI. ol
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Modélisation de la loi de Z Calcul des marginales a posteriori
Indépendance et modeles de Markov
Expérimentations

Chaine Couple Partiellement de Markov (CCPM)

Hypothese d'indépendance conditionnelle

Xnt1 AL Xi:n1|(Xn, V) = p(2n|21:n-1) = p(%\%-ﬂw

p(yl:n—llxn—l)

Ynn+1

Xn-2 Xn-1 Xn Xn+1

@ On suppose directement la markovianité de X|Y
@ Y|X n'est pas nécessairement une CM

@ Prise en compte de bruit a corrélation longue o
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Modélisation de la loi de Z Calcul des marginales a posteriori
Indépendance et modeles de Markov
Expérimentations

Chaine de Markov Cachée a bruit a corrélation longue

(CMC-BCL)

Cas particulier de CCPM avec

Xn—i—lJ-l—Xl:n—l’Xn .
{ YnJ-LXN\n‘Xny YN\n = p(zn‘zlzn—l) = p(xn|$n—l>p(y1:n‘xn)

Yn-2 Yn-1 Yn Yn+1

Xn-2 Xn-1 Xn Xn+1
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Modélisation de la loi de Z Calcul des i
Indépendance et modeles d
Expérimentations

Calcul de p(y1.|%n)

Si Y processus gaussien avec
@ M., : vecteur des moyennes

® I'i., = (Vki)k<n,i<n : Matrice de covariance.

p(y1:n) = P(Y1:n—1)P(Yn|Y1:n—1) avec

p(yn|y1:n71) = . )
N [Mn + Aizjnrl_:n—l(ylin—l - Ml:n—1>7 Ynn — AlT’n,FI_n—lAln]
oll A1n =Y{m_ 1.5 €t Il | sont donnés par p(y1.n_1)

@ On peut ainsi calculer, z, € X Vn e N/
P(Yrn|zn) = p(y1lzn) [Tis P(4ily1:i—1, 7n)
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Modélisation de la loi de Z Calcul des i
Indépendance et modeles de Markov
Expérimentations

Restauration supervisée d'un processus a bruit a corrélation
longue

@ z a 4 classes.
@ Processus gaussiens stationnaires
@ Moyennes=0, variances=1

@ Les autocorrélations sont les seuls parameétres discriminants

Autocorrélations

p(T) = |7+ 1|7 avec 7 = |j — i| avec
oy, = 099,04, = 0.3,0,, = 0.05, c,, = 0.01
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Modélisation de la loi de Z Calcul des marginales a poster
Indépendance et modeles de
Expérimentations

Résultats

e MPM : taux d'erreur 6.9%

Fig.: Initiale Fig.: Bruitée Fig.: Restaurée
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Modélisation de la loi de Z Calcul des marginales a po
Indépendan modeles
Expérimentations

Restauration non supervisée d'un processus a bruit a
corrélation longue

@ Bruit indépendant (Bl) : variances (1,4) , moyennes (0,0)

@ Bruit a corrélation longue (BCL) : variances=1 et
o, = 0.99,04,, = 0.2

@ Parameétres estimés par EM en considérant le cas CMC-BI et
le cas CMC-BCL

Fig.: initiale Fig.: Bl Fig.: BCL
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Modélisation de la loi de Z Calcul des marginales a posteriori
Indépendance et modeles de Markov
Expérimentations

Restaurations

Fig.: CMC-BI (5.3%) Fig.: CMC-BCL(5.3%)

Fig.: CMC-BI(27.6%) Fig.: CMC-BCL(6.5%) ™
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Modélisation de la loi de Z

Estimées des parametres

Calcul des margi
Indépenda et
Expérimentations

s a posteriori
deles de Markov

p(z1, 22) CMC-BI CMC-BCL
8| (0.69 0.00> <0.69 o.oo)
0.00 0.30 0.00 0.30
0.61 0.02 0.67 0.00
BCL (0.02 0.34) (0.00 0.32)
CMC-BI | CMC-BCL
w1 w2 w1 w2
IN |0 ]393 097|393 0.97
a | - - 1631 5.09
BCL|o%2]1.25 0.33]1.02 0.70
a | - - 1097 0.32
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Princi
Modeles Triplets Ext des modeles présentés

Expérimentations

© Modeles Triplets
@ Principe
@ Extensions des modeles présentés
o Expérimentations
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Principe
Modeles Triplets Extensions des modeles présentés
Expérimentations

Principes

@ Markovianité de la loi a posteriori — noyaux de transitions
calculables numériquement

Principe des modeles triplets

Ajouter un processus auxiliaire U prenant ses valeurs dans U tel
que la loi a posterioride V = (X, U) soit une CM.

e V]y étant une CM, il est possible de calculer les marginales
p(vn|y) et d'en déduire

p(xn“/) = Z p(vn’y) = Z p(xnaun’y)
Un €EU un €U

@ X n'est pas nécessairement une CM
@ La loi de T est alors donnée par p(t) = p(t1) ngzp(tﬂtn,l)zﬁa
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Principe
Modeles Triplets Extensions des modeles présentés
Expérimentations

Algorithme de calcul des marginales a posteriori

< Passe arriere : pour n =N ...2

Z p(tn|t1:n—1) sin=N
1t X v €X :
Br-1irn-) { > uex P(tnltin—1)Bn(t1:n) sinon
p(va]v y) P(tn|tin—1) sin=N
niTm=l p(tn‘tlzn—l)% sinon

Racine : p(u1]y) o p(t1) 1 (t)

> Passe avant : pour n =2... N
p(vl:n|y) = p(vl:n—1|y)p(vn|vlcn—17 y)
p<$n|y) - Euneu ZUl;n—lGX”_l p(vli'ﬂ‘y)
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Principe
Modeles Triplets Extensions des modeles présentés
Expérimentations

CMCo Cachée

Hypotheses d'indépendance

Vn"‘lJ'L Vl:n—l‘ Vn .
Yol Tanal Ve = Plnltin=1) = p(enftn-1)p(yalvn)
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Principe
Modeles Triplets Extensions des modeles présentés
Expérimentations

Chaine de Markov Triplet

Hypothese d'indépendance

Tn+1J-|— Tl:n71| T, = p(tnltlsnfl) = p(vnh}nfl)%
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Principe
Modeles Triplets Extensions des modeles présentés

Expérimentations

Chaine de Markov Triplet Partiellement Markovienne

Hypothese d'indépendance

Va1 AL Vi 1|(Va, ¥) = p(0n v 1) Gilzlia=tin)

',lﬁh_l
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Principe
Modeles Triplets Extensions des modeles présentés
Expérimentations

Cas particuliers de modeéles triplet

Modele Factorisé (Factorial Hidden Markov model)

o p(z) = p(u)p(u)p(ylu, u’)
e p(z) se factorise en p(z) = p(u)p(u)

Approximation par mélange
° p(2) = p(2)[Xyey P(ylw)p(ulz)]

Différentes stationnarité de Z = (X, Y)

° p(z) = [Xuey p(z|u)p(u)]p(y|z)
@ U gouverne les changements de régime de X

e
Clﬁﬂ
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Principe
Modeles Triplets Extensions des modeles présentés
Expérimentations

Chaine de Markov Cachée Non Stationnaire (CMCNS)

Graphe d'indépendance

Yn-2 Yn-1 Yn Yn+1

(3 @
Un-2 Un-1 Un Una+1
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Modeles Triplets

s des modeles présentés
Expérimentations

Restauration non supervisée

ym=),[u
N(,00)=N{L)  cmc
N(1t,,05) = N3]l

7=26%
(#,,67)=(0.981.03)
(i,,637)=(2.33,1.91)

7=5%
(4,,67)=(1.02,1.01)
(A,,67)=(2.98,0.94)

U =,

7 :taux de pixels mal classés

0o =7

Pierre
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Principe

Modeles Triplets

Extensions des modéles présentés
Expérimentations

Restauration non supervisée

r=19%
(4,67)=(1.03,1.04)
(f,,67) =(2.4,1.82)

a
(H,0,)=N(,]D) CMC
(14,.03)=N@3])

7=4.5%
(4,,67)=(0.99,1.02)
(fL,,63)=(3.01,0.98)

7 : taux de pixels mal classés
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Principe
Modeles Triplets Extensions des modeles présentés
Expérimentations

Critere BIC :Bayesian Information Criteria

Définition

BIC = —2log L(y) + 2klog N

L(y) : vraisemblance
k : nombre de parameétres non nuls
N : nombre d'échantillons

Nombre Nombre LL Nombre de BIC
d'états d'états parametres
réels auxiliaires

2 1 -338750 7 677580
2 2 -337460 13 675060
2 3 -337360 23 674980
3 1 -334310 14 668780
3 2 -332070 27 664440
3 3 -331760 55 664130
4 1 -333020 21 666280 "
4 2 -331210 43 662610 CINE
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Principe
Modeles Triplets Extensions des modeles présentés
Expérimentations

Segmentation image réelle

4 classes réelles 4 classes réelles
2 états auxiliaires

BIC= 662610

1 état auxiliaire

BIC=666280




Introduction et concepts
Gén sation de
Introduction de la dép
Expérimentations

Théorie de I'Evidence

@ Théorie de I'Evidence
@ Introduction et concepts
@ Généralisation de la régle de Bayes
@ Introduction de la dépendance spatiale
@ Expérimentations ™
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Introduction et concepts
Généralisation de la regle d
Introduction de la dépen

Théorie de I'Evidence R
Expérimentations

Historique et principes

@ Introduite par Dempster puis reformulée par Shafer

@ Présentée comme une généralisation de la théorie de Bayes au
traitement de l'incertain

e X : Cadre de discernement. Hypothéses exhaustives et
exclusives

@ Modélisation probabiliste : masses définies sur X
(probabilités).

@ On modélise I'incertitude sur les événements, I'imprécision
étant considérée comme nulle.

@ — Probleme en fusion de données.

@ Théorie de I'évidence : masses définies sur P(X).

— Permet la prise en compte de I'imprécision U
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Introduction et concepts
Généralisation de la
Introduction de la d

Théorie de I'Evidence . e
Expérimentations

Fonction de masses

Définition
m(0) =0
m:P(X)— RT, S m(A) =1
AeP(Q)

@ Partie du degré de croyance placée sur une proposition A C X.

@ Possibilité d'affecter une masse aux hypothéses composites —
modélisation plus flexible permettant de représenter
I'incomplétude, I'ambiguité, I'ignorance

@ Ignorance totale :m(X) =1et m(4) =0, VAC X, A# X

@ Jeu de masses bayésien : masses réparties uniquement sur les
hypotheses singletons : probabilité ol
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Introduction et concepts
Généralisation de ¢
Introduction de la dépendanc
Expérimentations

Théorie de I'Evidence
Crédibilité, Plausibilité

Crédibilité
Bel(A) = > m(B)
BcA
Croyance totale placée sur une proposition A

Plausibilité

Pis(A)= >, m(B)
ANB#£0
Masse totale que I'on pourrait potentiellement transférer sur cette

proposition

@ Intervalle de croyance [Bel(A), Pls(A)] : sa longueur mesure
de I'imprécision sur l'incertitude sur une proposition A

@ Jeux de masse bayésien A : 7
m(A) = Bel(A) = Pls(A) = p(A) imprécision nulle
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Introduction et concepts
Généralisation de la régle de Bayes
Introduction de la dépendance spatiale

Théorie de I'Evidence i
Expérimentations

Regle de combinaison de Dempster

Masses my, ..., m; fournies par plusieurs sources d'information
Définition

m(A) = (mﬁBmﬁB- c @ml)(A) X Z ml(Bl)mg(Bg) ...my Bl)
Bin--NB;=A

Propriété

Lorsque au moins I'une des masses impliquées dans la combinaison
est bayésienne, le résultat de la combinaison est une masse
bayésienne.
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Introduction et concepts
Généralisation de la régle de Bayes
Introduction de la dépendance spatiale

Théorie de I'Evidence R
Expérimentations

Généralisation de la regle de Bayes

Soit mo(z) = p(z), z € X, et my(z) x p(ylz),z € X, (y € Y est

fixé).
L m@m@) el
(mo & m1)(a) £ m@)m (@) % p)nl) plely)

@ Calcul de la loi a posteriori : cas particulier de combinaison de
Dempster.

Généralisation du calcul de la loi a posteriori

Remplacement de I'une des masses par une masse évidentielle

m(u), u € P(X). 1
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Introduction et concepts
Généralisation de la régle de Bayes
Introduction de la dépendance spatiale

Théorie de I'Evidence R
Expérimentations

Affaiblissement

@ Probabilité est connue avec imprécision : remplacement de la
probabilité non fiable p(z) par la masse m(u) définie par :

m(u) =ap(z), mX)=1-«

e «a € [0, 1] étant le coefficient d’affaiblissement (ou de fiabilité)

@ Permet de prendre en compte la fiabilité relative des sources
d'informations.

o L’'opération d’affaiblissement a pour effet de pondérer
I'importance d'une source d'information lors de sa
combinaison avec d'autres sources.

Pierre Lanchantin Modeles Triplets et Théorie de I'Evidence



Introduction et concepts
Généralisation de la regle de Bayes
Introduction de la dépendance spatiale

Théorie de I'Evidence "~ e
Expérimentations

Chaine de Markov évidentielle

Définition

Une fonction de masse m définie sur P(X'"V) est une chaine de
Markov évidentielle (CME) si elle est nulle en dehors de [P(X)]V
et si m(u) = m(uy,...,un) = m(u)m(ug|w) ... m(uy|uy—1)

e CM classique : cas particulier de CME, dans laquelle m(u;) et
toutes les m(uy41|uyn) sont nulles en dehors des singletons.
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gle de Bayes
endance spatiale

Théorie de I'Evidence R
Expérimentations

Chaine de Markov Evidentielle Cachée a Bruit Indépendant

@ On remplace p(z) par p(u), ¢(z) x p(y|z) avec
q(zn) = p(ynlan)/ /ZGIXp(anIé)

@ La fusion s'écrit :

Z,  senm(w)ala)

(m ® q)(z) = D>

' eXN we[P(X)N

Lgrew)m(u')q(z’)

@ Probléme : la fusion détruit la markovianité, impossibilité de
calculer directement les marginales a posteriori.

o (m @ g)(z) est une CMT avec p(v) o< Ljcyym(u) et
U="rwx)

@ Il est alors possible de calculer les marginales a posteriori god
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Introduction et concepts
Gé ion de la r
Introduction de la déf

Théorie de I'Evidence A 7
Expérimentations

Restauration d'une CM Non Stationnaire

50 100 150 200 250

Modeles Triplets et Théorie de I'Evidence




Théorie de I'Evidence

Fig.: Image originale Fig.: Image bruitée N'(0,2), N'(2,1)

GhNE
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Introduction et concepts
Gén isation de la regle de Bayes
Introduction de la dépendance spatiale

Théorie de I'Evidence A 7
Expérimentations

Restauration d'image : comparaison CMC-BI/CMEC-BI

r
&,
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Conclusions et Perspectives

Les modeles Triplets constituent un modeéle unifié permettant
de multiples extensions.

e Extension au cas multicapteur possible (prise en compte de
capteurs évidentiels).

Possibilité d'utiliser plusieurs processus auxiliaires.

Extension vers des modeles graphiques plus généraux.
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