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ŝB

	��3����	��<�
	P021�& *\&<��&<*\&
��	P��	��3&
��0�1�	
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p(z1:2) = p(y1:2|x1:2)p(x1:2)
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p(y1:2|x1:2)
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ª
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� e



M
�	�*E�ì��&<*\&
�����3&
��� �	 Q(φ|φ[q])
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φ
X G>��1��%��	��8��������1��%�=�����*\5A�/���������8�!�
��&T�	

Z
�

������U�
	������'����1�5��
	/���	��8�!*E����&
)���	P��1�&<9�������	

p(z|φ) =

N∏

n=2

p(xn−1:n) ×
1

∏N−1
n=2 p(zn)

×
N∏

n=2

p(yn−1:n|xn−1:n)
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Lc(φ) =
N∑

n=2

log p(xn−1:n) −
N−1∑

n=2

log p(zn) +
N∑

n=2

log p(yn−1:n|xn−1:n)
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bj(yn) = p(xn = j, yn)

cij = p(xn−1 = i, xn = j)

fi,j(yn−1, yn) = p(yn−1:n|xn−1 = i, xn = j)

γ
[q]
n (j) = p(xn = j|y;φ[q])

ψ
[q]
n−1(i, j) = p(xn−1 = i, xn = j|y;φ[q])
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Q(φ|φ[q]) =

N∑

n=2

∑

(i,j)∈X 2

ψ
[q]
n−1(i, j) log cij −∑N−1

n=2

∑
j∈X γ

[q]
n (j) log bj(yn)

+
∑N

n=2

∑
(i,j)∈X 2 ψ

[q]
n−1(i, j) log fi,j(yn−1, yn)aÙ� X]\CX ` c
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γ

[q]
n (j)
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ψ
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n−1(i, j)
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∑

(i,j)∈X 2

cij = 1,
∑

(i,l)∈X×Y
cijfi,j(l,m) = bj(m) ∀(j,m) ∈ X × Y,

∑

(l,m)∈Y2

fi,j(l,m) = 1
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L = Q(φ|φ[q]) − λ1(
∑

(i,j)∈X 2

cij − 1)
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−
∑

(j,m)∈X×Y
λj,m(

∑

i,l∈X×Y
cijfi,j(l,m) − bj(m)) − λ3(

∫

(l,m)∈Y2

fi,j(l,m) − 1)
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cij
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cij =

∑N
n=2 ψ

[q]
n−1(i, j)

λ1 +
∑

l,m∈Y2 λj,mfi,j(l,m)
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∑

(i,j)∈X 2

cij = 1 =
∑

(i,j)∈X 2

∑N
n=2 ψ

[q]
n−1(i, j)

λ1 +
∑

l,m∈Y2 λj,mfi,j(l,m)
=

N − 1

λ1 +
∑

l,m∈Y2 λj,mfi,j(l,m)
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[q+1]
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X �M� ��1��3��	[57���3�����8�!�=��3&<9/���3&
���W�	
L
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fi,j(l,m)
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fi,j(l,m) =

∑N
n=2:(yn−1,yn)=(l,m) ψ

[q]
n−1(i, j)

λ3
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∑

(l,m)∈Y2

fi,j(l,m) = 1 =
∑

(l,m)∈Y2

∑N
n=2:(yn−1,yn)=(l,m) ψ

[q]
n−1(i, j)

λ3
=

∑N
n=2 ψ

[q]
n−1(i, j)

λ3
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[q+1]
i,j (l,m)
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c
[q+1]
ij =

1

N − 1

N∑

n=2

ψ
[q]
n−1(i, j), f

[q+1]
i,j (l,m) =

∑N
n=2:(yn−1,yn)=(l,m) ψ

[q]
n−1(i, j)

∑N
n=2 ψ

[q]
n−1(i, j)

aÙ� X]\CX]e c

�������,�
	������, ����V���	��39/���3&
���M��=�	��<�
	��x��9:	����	����3&<��=��������&<�3&
������	��<�
	��H.2��1����3&
	�����	��H�	��8��^Ä���3*+	��31�&<9/���2��	

∀(i, j) ∈ X 2, p(yn−1:n|xn−1 = i, xn−1 = j) = N (yn−1:n;mij ,Γij)
aÙ� X]\CX�W �"c

����1�����V���	����������
	���^Ä���3*J1��
	��%�	���=�	��3�3&<*E���3&
���¦�31�&<9/���2��	��PB




c
[q+1]
ij = 1

N−1

∑N
n=2 ψ

[q]
n−1(i, j)

m
[q+1]
ij =

PN
n=2 yn−1:nψ

[q]
n−1(i,j)

PN
n=2 ψ

[q]
n−1(i,j)

Γ
[q+1]
ij =

PN
n=2

“

yn−1:n−m[q+1]
ij

”“

yn−1:n−m[q+1]
ij

”t
ψ

[q]
n−1(i,j)

PN−1
n=1 ψ

[q]
n−1(i,j)
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��1��p�	 Q(φ|φ[q])
57���P����*+�@(:	�����	E	�*\5�&<�3&
0�1�	 Q[q+1](φ|φ[q])

^Ù�����=�	+�31��
τ
�3&<����.:	��J�	

x
Ì

Ñ�È�Ç�ÂYÁÆÎÆÃÄÈ�ÎÆÃp5T��1���1���	�9/���
	�1��%�	��U57������*+)��3��	��
φ[q] è
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Q(φ|φ[q]) =
ª {

log p(X,Y |φ)|y, φ[q]
}
≈ 1

τ

τ∑

t=1

log p(x[q](t), y|φ) = Q[q+1](φ|φ[q])
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Q[q+1](φ|φ[q]) =
1

τ

τ∑

t=1

[

N∑

n=2

log p(x
[q]
n−1:n|φ) −∑N−1

n=2 log p(x
[q]
n , yn|φ)

+
∑N

n=2 log p(yn−1:n|x[q]
n−1:n, φ)]
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ψ
[q]
n−1(i, j)

57���
ÿ
[x

[q]
n−1:n(t)=(i,j)]
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φ̂ =

φ̂(z)
�=)¶���&�~�57���3�3&<�U�	��b�������=�	��U����*\5��
)���	��

z
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φ̂ = φ̂(z)
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=�	/~�57���3�3&<���	U�8��5�������=��1���	%&<��=������3&<9:	%�31�&<9/���2��	JB

φ[q+1] =
ª
φ[q]

{
φ̂(Z)|Y = y

} X Z[��1��U1��3&<�<&
���������
	��%	��3�3&<*E����	�1����%	�*\5�&<�3&
0�1�	��%�31�&<9/���2���JB

ĉij =
1

N − 1

N∑

n=2

ÿ [(xn−1:n)=(i,j)] , f̂i,j(l,m) =

∑N
n=2:yn−1:n=(l,m) ÿ [xn−1:n=(i,j)]

∑N
n=2 ÿ [xn−1:n=(i,j)]
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Y = y
B

c
[q+1]
ij =

ª {ĉij |y} =
1

N − 1

N∑

n=2

ψ
[q]
n−1(i, j)
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f
[q+1]
i,j (l,m) =

ª {
f̂i,j(l,m)|y

}
≈

∑τ
t=1

∑N
n=2:yn−1:n=(l,m) ÿ

[x
[q]
n−1:n(t)=(i,j)]

∑τ
t=1

∑N
n=2 ÿ

[x
[q]
n−1:n(t)=(i,j)]
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p(yn−1:n|xn−1 = i, xn−1 = j) = N (yn−1:n;mij ,Γij), (i, j) ∈ X 2 ������1�����V���	��������[�
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c
[q+1]
ij = 1

N−1

∑N
n=2 ψ

[q]
n−1(i, j)

m
[q+1]
ij =

Pτ
t=1

PN
n=2 yn−1:n �

[x
[q]
n−1:n

(t)=(i,j)]
Pτ

t=1

PN
n=2 � [x[q]

n−1:n
(t)=(i,j)]

Γ
[q+1]
ij =

Pτ
t=1

PN
n=2

“

yn−1:n−m[q+1]
ij

”“

yn−1:n−m[q+1]
ij

”t �
[x

[q]
n−1:n

(t)=(i,j)]
Pτ

t=1

PN−1
n=1 � [x[q]

n−1:n(t)=(i,j)]
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	��
q(F ) =

fF (y)

fE(y) + fF (y)

a `AX�W#X �"c
�4�+����*JV�&<�7���2�S��	��4�	�1��M*E������	��H57���4�8�[��)�./�
	��	U����*PV�&<�7��&
�������	U��	�*\5��3��	����:���+��V��3&
	����p�8�[*E������	
V7��(:=���&
	�����	

m′ = m⊕ q
��0�1�&?�����3��	��35T����6������%��	�������~M�8�!5�����V7��V�&<�<&<��=�Ì�Ñ�È�Ç�ÂYÁÆÎÒÃÙÈ�ÎÆÃ[B

m′(E) = p(E)fE(y)
P

x′∈{E,F} p(x
′)fx′(y)

m′(F ) = p(F )fF (y)
P

x′∈{E,F} p(x
′)fx′ (y)

a `AX�W#X3{ c

�?	��J�	�1���^Ù�������3&
�����P�	+*E������	���=��������PV7��(:=���&
	�����	����,���¤��	��3����1�9:	��8��^Ù���3*P1��8���3&
���å�	\�8����)�./�
	E�	
�U��(:	�� X

Z[��1�������1�-7��&<�������y~P5���=���	�����*+�#�=��<&
��	��b�8�Y¶m��V�&<�<&<��=��	'�8������1�����	[ � &<�C^Ä���3*E���3&
���6�P5��3&
���3& X Gx��1��
��	��8��������1��'&<�2�3���#�1�&
�������'�
	�����	)ÀE��&
	����

α
	��%����1��%��	�*\5��8��&������%�8�\*E������	�V7��(:=��3&
	�����	!�\5��3&
���3&,57���
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	�����1�9:	���1\�3	�16�	�*E������	��
m(E) = αp(E)

�
m(F ) = αp(F )

	��
m(Ω) = 1 − α

X F'5���)��������
��1������8�
*E������	�V7��(:=��3&
	�����	

m′ = m⊕ q
.:=���=������<&
�����2�'�8�M�
��&,�M5T�/�3��	��3&
���3&?����=����3&<�PB

m′(E) = [αp(E)+(1−α)]fE(y)
P

x′∈{E,F}[αp(x
′)+(1−α)]fx′ (y)

m′(F ) = [αp(F )+(1−α)]fF (y)
P

x′∈{E,F}[αp(x
′)+(1−α)]fx′ (y)

a `AX�W#X]| c
�b	��3��	S*E������	b5T	�1��p���
������·��3��	S1��3&<�<&
��=�	S5T��1���	)�T	����31�	��41���	U���8������&µ¶7�����3&
���\V7��(:=��3&
	�����	JB�	��E�����5��������
�8�_^Ä�������3&
�����	��������

L0/1
�����6��V��3&
	����%�8�\���3������=�./&
	�V7��(:=��3&
	�����	J�31�&<9/���2��	

ŝB(y) =

{
F
�3&
fF (y)/fE(y) ≥ γ

E
�3&
fE(y)/fF (y) ≤ γ

a `AX�W#X]e c

γ
=������2�%�8�M9����
	�1��'�16��	�1�&<�,�	��=���&
�3&
��� �������=�	P57���

γ =
αp(E) + (1 − α)

αp(F ) + (1 − α)

a `AX�W#X�W �"c
 �1��?�8�¼¶�./1���	 `AX�W#X�W ������1��?��	�5���=���	��2�������>�8�S9����
	�1��>�1P��	�1�&<�2�	��=���&
��&
���

γ
	��[^Ä�������3&
���P�1J����	)ÀE��&
	����

α
5T��1��%�&µ� =���	��2��	���9/���
	�1����%�16��	�1�&<�,�	��=���&
�3&
������9������[�'�?��&<V��<&
����	�*+	��2�

γb = p(E)/p(F )
X

õ �?������0�1�	 α = 1
���8�M����1�����	�	��3�¼¶m��V��
	�	��b�8�J9/���
	�1����16��	�1�&<� �	��=���&
�3&
���W�?��	��3�U57���S*+�#�&µ¶7=�	 X

õ �?������0�1�	 α �&<*\&<�21�	/���8�P����1�����	��	�9#&
	��2���	'*+��&<���U	���*+��&<���¼¶m��V��
	[	��S�8�P9����
	�1��U�1W��	�1�&<� �	
�=���&
�3&
���D��	����9:	���� W#X ��� &<*\5T���3��������	\�	P�8������1�����	! � &<�C^Ä���3*E���3&
���àÌPÑmÎÆÃÄÈ/ÎÒÃU������[�8��^Ä1��3&
���
�&<*\&<�21�	 X

õ �?������0�1�	 α = 0
�?�8� ����1�����	+�?��	�����5��<1��[¶m��V��
	�	��P�8��9/���
	�1��J�1¢��	�1�&<�p�	��=���&
�3&
���¿	��3�J=�.2���
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1
X �,������1�����	E � &<�C^Ù���3*E���3&
���ºÌ\ÑAÎÒÃÙÈ�ÎÆÃ[�?� � ������E5��<1��! � &<�C��1�	�����	��31��P�
	E��=��31��<�����J�	��8�

���8�����3&µ¶7�����3&
��� X
������5T=������3&
���  � �'� ��&<V��<&
����	�*+	��2�+�6�������5A��1��M	)� 	��J�	�5A�����=���	��!��� &<*\5A���3��������	� � 1���	s����1�����	

 � &<�C^Ä���3*E���3&
���g�
������021�	«��	��3��	D�	��3��&
)���	«�?��	��3��57���W	����3&
)���	�*+	��2�Ã¶m��V��
	 X �p� 1��3&<�<&
�����3&
���º�	«��	m^Ù��&<�
������41��E�������	%*E���3�:��9#&
	���	��3�4�
	U5T��&<�2�����31���&8���m�	���	U��-7��5�&<�3��	 X $'�E����1�-7��&<��	�	��E	)� 	�����*+=��<&
����	��p�
	
��=��31��<�����>�	p�8����	�./*+	��������3&
���M�
������021�	p�8�U�
��&TÌ�ÑmÎÆÃÄÈ�ÎÆÃT	��3�,*E���#�������21�	S	��P��	�*\5��8��&������H��	��3��	b�	��3��&
)���	
57���P1���	�*E������	 X $'�æ5T	�1��J*+�����3��	��!0�1�	E�/��	��3�!�
	E�����J5T��1��P1���	s��=�021�	�����	

Z1:N = (X1:N , Y1:N )�	P9 X �\&<���=�5T	�������2��	��@� ��-7��0�1�	
Xn

5���	��7��������	��'9����
	�1����������� X = Ω = {E,F} �T	��[��-7��021�	 Yn5���	��7���2����	��[9/���
	�1����[������[��� &<����	��39����<�
	
[0, 1]

X Z[��1����31�5�5T�/�������'0�1�	
pn = p(xn = E)

�=�5T	���D�	
n
�:*E��&
�b021�	%�
	��b�	�1��E�	�����&<��=��

fE(y) = 2(1− y) � fF (y) = 2y
����	'�=�5T	����	��2�S57���b�	

n
X �?������021�	

�������D1��3&<�<&
��	M�
	!9�����&H57������*+)��3��	
pn
�m�8�����3������=�./&
	JV7��(:=��3&
	�����	

ŝB(y)
�����3��	��35T��������2�_~��8�d^Ù�������3&
���

�	�5A	��3��	
L0/1

	��3���������=�	�57���

ŝB(y) =

{
F
�3&
y ≥ pn

E
��&
y ≤ pn

a `AX�W#X�W#W c
��	P0�1�&>����1��[�������	!�8�\5�����V7��V�&<�<&<��=\ ��	��3��	�1��p

ERR(pn) = pn(1 − pn)
X �?������0�1�	J��������1��3&<�<&
��	P1���	

� � -��0�"�0a`�
ERR(pn) = (1 − pn)

R pn

0
f2(y)dy + pn

R 1

pn

f1(y)dy = pn(1 − pn)

� \



9/���
	�1��p	��3������=�	
r

~��8��5��8����	%�	
pn
�/�8��5�����V7��V�&<�<&<��=' ��	��3��	�1��S�	�9#&
	��2� \

ERR(pn, r) = pn(1−pn)+

(pn − r)2
X

ªx&<�7���
	�*+	��2���,	��«��	��7���2������*\5���	+�	M��	\0�1�&x9/�S·��3��	®^Ù��&<����������
	\��������	Æ�#��	M*E���3�:�@9�&
	��¤57�����8�
�31�&<��	/�2����1��p��	�*\5��8��&������b�8��9/���
	�1��S	��3������=�	

r = p(xn = E)
�
1− r = p(xn = F )

57���b1���	�^Ù�������3&
���
�	!*E������	_ï��'�?��&<V��<&
	)ð

m(E) = r − t
�
m(F ) = 1 − r − t

�
m(Ω) = 2t

X �,�����3������=�./&
	MV7��(:=��3&
	�����	
ŝ′B(y)

	��3�%���
�������������=�	P57���<�\B

ŝ′B(y) =

{
F
��&
y ≤ r+t

1+2t

E
�3&
y ≥ r+t

1+2t

a `AX�W#X�W �"c

��	�0�1�& ����1���*+)���	Z~!�8�M5�����V7��V�&<�<&<��=J ��	��3��	�1�� �
ERR(pn, r, t) = pn(1 − pn) + (pn − r+t

1+2t )
2 X

�?	D5�����V��
)�*+	¿	��3�6�	«����9:��&<� �3&�1��
t > 0

	Æ��&
�3��	«�	«��	��<�
	D*E����&
)���	¿021�	
ERR(pn, r, t) <

ERR(pn, r)
B�	��s � ��1��3��	�����	��3*+	�����	��3�¥©�&<�m5T�/���3&<V��
	��	[�=�������}
�3��	��8�J5�����V7��V�&<�<&<��=� ��	��3��	�1���	���&<���3����©

�1�&
��������1���	¼^Ä�������3&
�����	S*E������	
m
�
������0�1�	S���������[1���	S9����
	�1���	��3������=�	

r Ç �,����=�5T������	U	��3�45T�/�3&<�3&<9:	������4�
	U��������	Æ�#��	���1�&<9������ X �4�����2�b�������=�0�1�	
p1:N

��	��������457�����������21�	���	���5T	�1�9:	��2��9/���3&
	��p��9:	��
n
�

����1����31�5�5T�/��������0�1?��	��<�
	��49/���3&
	��2����9:	��
n
	��������2�p�8�[��=����<&
�����3&
���� � 1���	U9 X �

W
�/��9:	��

E[W ] = 1
2

X �?	
5�����V��
)�*+	!	��3�'�	J9:��&<�[��&,����	��35T=���������	J�	

ERR[W, r, t]
�=�������}
�'�
������0�1�	J��������1��3&<�<&
��	P1���	[^Ù�������3&
���

�	M*E������	
m

~s�8��5��8����	E�	
r
��1?� 	��¿ � ��1��3��	�����	��3*+	���� �
������021�	

t
����*\*+	�����	�~s57���3�3&<�P�	

0
X ;'�

�����
��1������8�����3&
0�1�	dÈb�������	 d
dt [ERR(W, r, t)](0) = −(1−2r)2 ��	U0�1�&�*+���2�3��	�0�1�	b����	��3��	�1��4*+��(:	�����	

�=�������}
�J	��J������/�,0�1�	\5A��1��P1���	+./�������	+9/���
	�1��P�	
N
� ����	��3��	�1��!�=�������}
�J=�.2���
	�*+	��2�!�
������0�1�	\�������

1��3&<�<&
��	
m
��16�<&
	�1 �	

r
X

�ZÛ�� É c'w7kTn�f!� ¬ wmt�n�c f!d�v2>�t�cA@�nUk }~`Swmt�n�c e�uM`Swmt�`�v�d

�,�J*+=��3-��#�	�021�	[����1��U���<�
�����S5���=���	��2��	�����������&
�3��	Y~P��	�*\5��8����	��U�8�P�
��&�Ì[ÑmÎÆÃÙÈ�ÎÒÃ457���S1���	[*E������	
=�9#&
�	��2�3&
	��<�
	�*E���3�:��9#&
	�����	/����	s021�&S5T	��3*+	��3�3�����H � ��5���)��+��	�0�1�	s����1��\��9:�����\9#1¿5���=���=��	�*\*+	������
�	�.:=���	������ &<���31CÀE�Ò������	J�	J�8�E�������7��&
����������	J�	J�8�E�
��&x�E5��3&
���3&>�����D�3�����3&
�����7��&<��	M	���&<���3�����1�&
�Ò���2�
1��×�'�?��&<V��<&
����	�*+	���� X ���������8�¤�31�&<��	/�p����	�����	�*PV��
	 X �����3��	��35T���� ��1×�������	��	��&
����	��3��	�*+	��2�

Ω
�

����	�����	�*JV��
	 U �����3��	��35T����q~ P(Ω)
	�� Y �����3��	��35T����q~!����	�����	�*PV��
	J�	�����=�	��
�YÖ X

^�� -/�=�"�0a`�
ERR(pn, r) = (1 − pn)

R r

0
f2(y)dy + pn

R 1

r
f1(y)dy = pn(1 − pn) + (pn − r)2

4� � -Y�0�"�0a`��10a�$�-dai2'()-'-�1 ��e�&��
(m ⊕ q)(E) ∝ 2(r + t)(1 − y)

�0a
(m ⊕ q)(F ) ∝ 2(1 − r + t)y

�
(m ⊕ q)(E) ≥

(m ⊕ q)(F )
.0�Êb)-��gË���e
&'�

(r + t)(1 − y) ≥ (1 − r + t)y
�E()&¸�ü-�� (����

y ≤ r+t
1+2t�`Ì��Ù�%$Y1]� &21U�ü.jai$�-�$Í13(Yb)&'��hì� ��1]&��U2'�

ERR[pn, r]
��$`;p�ü�

r+t
1+2t

$�&Î1]�]� &Y2'�
r
4Ï � - .0&'*�*#().�$�-daye
&'�

d
dt

(E[ERR(pn, r, t)]) = E[ d
dt

(ERR(pn, r, t))]
��-�(�&�.Ã$`;p()-'.

d
dt

[ERR(pn, r, t)] =

−2[pn − (r+t)
(1+2t)

][ (1−2r)

(1+2t)2
]
�A�=a¿$��]-�.0�

d
dt

[ERR(pn, r, t)](0) = −2(pn − r)(1 − 2r)
4 � -k*E��� -�$�-ca½1Ð� �ü.0*#1ü��$�-'� �O��-�(�&�.

()!6a�� -�(�-�.
d
dt

[ERR(W,r, t)](0) = −2(E[W ] − r)(1 − 2r) = −2( 1
2
− r)(1 − 2r) = −(1 − 2r)2
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����	�*+	��
α
�31��U�8�M9/���
	�1��%�16��	�1�&<�>�	��=���&
�3&
��� X
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;'��	�^Ù�������3&
���!�	b*E������	
m
�=)¶���&
	S�31�� P(ΩN )

	����>1���	b��-7�'}
��	U�	bC¦���3�:�@9P=�9#&
�	��2�3&
	��<�
	[a��bC¦�ìc
�3&?	��<�
	�	��3�U��1��<�
	P	��6�	�-������%�	

[P(Ω)]N
	����3&�B

m(u) = m(u1)
N∏

n=2

m(un|un−1)
a `AX � X�W c

��Å�����=����3&<�31���	
m(un|un−1)

��&<./��&µ¶7	[0�1�	'������������������&
	¸~P��-7��021�	
un ⊂ P(Ω)

1���	[*E������	
m(.|un−1)

X
;%��	W�bC ���8�����3&
0�1�	s	��3�M��&<����&�1��å�����!57���3�3&
��1��<&
	��M�	W�bC¦���H������J�8��0�1�	��<�
	

m(u1)
	��!����1���	��!�
	��

m(un|un−1)
�����2�>�21��<�
	��x	��J�	�-������,�	��x�3&<��./�
	�������� X �,�y^Ä1��3&
������ ��	

m
��9:	��p1���	��
��&��	�5�����V7��V�&<�<&<��=

�������=�	�57���_a `AX � X �"cS	����%���
������1���	�5�����V7��V�&<�<&<��=P0�1�&?.:=���=������<&
��	��8�!�
��&�Ì�Ñ�È�ÇÆÂYÁÆÎÆÃÙÈ�ÎÒÃ X

q(x) =
N∏

n=1

q(xn)
��9:	��

q(xn) =
p(yn|xn)∑

x′n∈Ω

p(yn|x′n)
a `AX � X �"c

�b	��3��	¸^Ä1��3&
���6����=����3&<�

(m⊕ q)(x) =

∑
u∈[P (Ω)]N

ÿ [x∈u]m(u)q(x)

∑
x′∈ΩN

∑
u′∈[P (Ω)]N

ÿ [x′∈u′]m(u′)q(x′)
a `AX � X]\ c
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F�¶��E�	U*+���2�3��	��S0�1�	
m⊕q 	��3�p1���	�*E���3./&<�7���
	[ � 1���	[�bC¢�:	��p0�1�	 (m⊕q)(x) =

∑
u∈U p(x, u|y)=������Q&��������
	���=���1��<�����%���8�����3&
0�1�	��31�&<9/���2�PB

n lTxÇxÇl��±J8²KJÄ±�J ëAÈ�ÃÄÂ V = {Vn}n∈N
É#ÅDÑmÎ3È�Õ�ÁÒÇÒÇÒÉ�Ç�ÇÆÂ�È�ÕÆÚ�Ì�ÇÆÂÄÃÙó�É�ÁÒßJÕÆÚ#Ì:ó�É�Á

Vn
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n = 2 . . . N

� ∀s ∈ Sn
p(xS\s++|y) = p(xS\s++|y)p(xs|xS\s++ , y)
p(xs|y) =

∑
xS\s++

p(xS\s++|y)

5T	�1��¿·��3��	������
��1��
=�	Z~M57���3�3&<�%�	
p(z1)

	����	�� {βt,1(z1)}t∈1+

�	��8�!*E����&
)���	P��1�&<9�������	+B

p(x1|y) ∝ p(z1)
∏

t∈1+

βt,1(z1)
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n = N
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n = 2
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�������	M�8��57������	
��9/���2� X �?	��\5�����V7��V�&<�<&<��=���*E���3./&<�7���
	���ÌsÑ�È�ÇÆÂYÁÆÎÆÃÙÈ�ÎÒÃ {p(xs|y)}s∈S =������2���������21�	��������_5A	�1��+	��3�3&í©
*+	���1���	P��=����<&
�����3&
���¦�	��%9����3&8��V��
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aÙ� X�W#X �"c X Z'���������\0�1�	s�8�¦�������7��&
����������	��	���	��M5�����V7��V�&<�<&<��=��\*E���3./&<�7���
	��E��&<���3&S021�	��	��M5�����V7��V�&í©
�<&<��=���*E���3./&<�7���
	��

p(xS\s++|y) ��	����s=�.2���
	�*+	��2�P�3��)���1��3&<�
	M5A��1�������	��3�3&<*E���3&
���æ�	���57������*+)��3��	��P�1*+�#�)��
	�� X
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Z
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�4�«5����#��=�����2�J�	M�8�s*k·�*+	M*E����&
)���	+021�	M��������
	\��	�������«��-7��5�&<�3��	/� ����1���5T��1�9:��������&<��	����
	��
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�������&<��	�����	��%�	��%*+���)��
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� X
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	' �ß�'Î�Í�Î3Á�Ê�Á%î¦Ì�ÎÒÞ�È�ïPÕ�Ì:Õ�Ú�é�Ï\ÍÆÎÆÉ�ÃÄÂxÃÔÅAÊ2éYÑ�ÁÆÅAÊ:Ì�Å7Â¿aÄF[CD�p©��SX%cH0�1�&7�������3&
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	\�31�&<9/���2��	sB,» \ ��� \ ��� W ���A�/��� \ ��� \CW �T�/��� e ��� W � ` �
W � \'½

Xs ⊥⊥ XS\({s−}∪s++)|Xs−

Ys ⊥⊥ ZS\{s}|Xs

aÙ� X�W#X]| c
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��&,�	

Z
	��3�%���
�����'�������=�	�57���_aÙ� X�W#X�W cU��9:	��

p(zs|zS\s++) = p(xs|xs−)p(ys|xs)
aÙ� X�W#X]e c
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Z
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Zs ⊥⊥ ZS\(s−∪s++)|Zs−
aÙ� X�W#X�W �"c
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	��3�%���
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p(zs|zS\s++) = p(zs|zs−)
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Zs ⊥⊥ XS\(s−∪s++)|Zs− , YS\(s−∪s++)
aÙ� X�W#X�W �"c
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Z
	��3�%���
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p(zs|zS\s++) = p(zs|xs− , yS\s++)
aÙ� X�W#X�W
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p(zs|zS\s++)

57���¯aÙ� X�W#X]e cÆ�,aÙ� X�W#X�W#W c%��1 aÙ� X�W#X�W
\ c%���������� ���<.:���3&<�3-�*+	 {TX �M� ��1��3��	J57���3���7�	��8�+*k·�*+	
*E����&
)���	�0�1�	�������U�
	���-7��5�&<�3��	 \ ���
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�3�3&<5��
	��'	����
	��%F%�bG�C 5A	�1�9:	�����·��3��	J=���	����1��'��1�� ���3V���	����3�3&<5��
	����'57���3�3&
	��<�
	�*+	��2���	�CD���3�:��9�» e#|�½�X
Z'��1��'���<�
������~!5���=���	����'�=����3&<��	���� ���<.:���3&<�3-�*+	J��C ��������
	������' � 1�� F'C«�p©��SXp*J1��<�3&
�35T	����3����� X �b	��
���<.:���3&<�3-�*+	s����1��!��	����61��3&<�
	s������!�8� �31�&<��	s�1å��-7��5�&<�3��	��
������0�1�	E����1��\��VT�����	��������!����	��3�3&<*E���3&
���
�	���F[CD�p©��SXt�7��1��U*P1��<�3&
�35T	����3����1�� X
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���6�
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��5�5T	�*+	��2�[5A	��3*+	��3�������'�	��3����1�9:	��%�
	���^Ä���¥©
*P1��
	��s�	 ��=�	����3&<*E���3&
���×�	 ��� ���<.:���3&<�3-�*+	¦�pCj������E�
	��������	��sF'C«�p©��SX!*P1��<�3&
�35T	����3����1��h» �/� ½�X
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p(z|φ) =

Q

s∈S\S1 p(xs− ,xs)
Q

s∈S\(S1∪SN )
p(xs)

× ∏
s∈S p(ys|xs)

X �,�
9�����&
��	�*PV��8������	P����*\5��
=���=�	J	��3���������=�	�57���

Lc(φ) =
∑

s∈S\S1

log p(xs− , xs) −
∑

s∈S\(S1∪SN )

log p(xs) +
∑

s∈S
log p(ys|xs)
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πi = p(xs = i)

cij = p(xs− = i, xs = j)

fi(ys) = p(ys|xs = i)

γ
[q]
s (i) = p(xs = i|y;φ[q])

ψ
[q]
s−,s

(i, j) = p(xs− = i, xs = j|y;φ[q])

��Å
fi(.)

	��3�H1���	b�
��&#57������*+=��3��=�	�57���x����5�5T���3��~'1���	S*+	��31���	S�	���=)^Ù=���	�����	
ν
�ì����1��4��V���	��������p��&<���3& B

Q(φ|φ[q]) =
∑

s∈S\S1

∑

(i,j)∈X 2

ψ
[q]
s−,s

(i, j) log cij −∑
s∈S\(S1∪SN )

∑
i∈X γ

[q]
s (i) log πi

+
∑

s∈S
∑

i∈X γ
[q]
s (i) log fi(ys)
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Br��lkg Z'��1��p�	�9:�����t~�5���=���	�����*E�ì�#&<*\&
��	��4�8�/^Ä�������3&
��� Q(φ|φ[q])
X Gx��1�����	��8��������1���1��3&<�<&
�������

�8�!*+=��3-��#�	��	��U*P1��<�3&<5��<&
������	�1������	��>��./������.:	P����1��U�
	��%�����2�3����&<�2��	��
∑

(i,j)∈X 2

cij = 1,
∑

j∈X
cij = πi

	�� ∫

l∈Y
fi(l) = 1

ªx&<�7���
	�*+	��2���7����1�����V���	����������
	��y^Ù���3*P1��
	��'�	���=�	��3�3&<*E���3&
��� �31�&<9/���2��	��@���
	��
γs(i)

	����
	��
ψ

[q]
s−,s

(i, j)=������2�'��V���	��21��'57���U��� ���<.:���3&<�3-�*+	 { B

c
[q+1]
ij =

1

S − 1

∑

s∈S\S1

ψ
[q]
s−,s

(i, j), f
[q+1]
i (l) =

∑
s∈S:ys=l

γ
[q]
s (i)

∑
s∈S γ

[q]
s (i)
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µ
[q+1]
i =

P

s∈S ysγ
[q]
s (i)

P

s∈S γ
[q]
s (i)

Γ
[q+1]
i =

P

s∈S γ
[q]
s (i)(ys−µ[q+1]

i )(ys−µ[q+1]
i )T

P

s∈S γ
[q]
s (i)
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Ω = {ω1, . . . , ωK} X �������S�
	������U�	��	�1������8������	��b��	��?021�	

Ω = {0, 1} �m����5A	�1��S&<*E��./&<��	��U����	Æ��&
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�3&
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��5�57���3�3&
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0
ð��
xs = 1
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s
��5�57���3�3&
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xs = εs ∈]0, 1[
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ï
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εs ∈]0, 1[
X Z'��1��[��V���	����������	P��	��3��	J*E����&
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ν = δ0 + δ1 + µ
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p(0) + p(1) +

∫ 1

0
p(ε)dε = 1
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p(x1)
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p(xs|xs−)

p(x) = p(x1)

N∏

n=2

∏

s∈Sn

p(xs|xs−)
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n = N . . . 2
� ∀s ∈ Sn

βs,s−(zs−) ∝
{ ∫

X p(xs|xs−)p(ys|xs)dν(xs)∫
X p(xs|xs−)p(ys|xs)

∏
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∏
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N∏

n=2

N∏

s∈Sn

p(xs|xs−)p(ys|xs)
aÙ� X � X �"c

$'�æ5T	�1��J�)��P�
�����J	����3&<*+	��P1���	+��=����<&
�Ò���3&
���
x ∈ [0, 1]S

��1¿��	����J � 1��¢	��3�3&<*E����	�1��!�=)¶���&y~W57���¥©
�3&<�J�	��8�Ã^Ä�������3&
���å�	+5T	��3��	�ï �&
����������	�	��¢9����
	�1��\��V������<1�	)ðE�������=�	s57���

L(xs, x̂s) = |xs − x̂s|
X

��� ���<.:���3&<�3-�*+	J�	������
��1��,�	��U*E���3./&<�7���
	��MÌ�Ñ�È�ÇÆÂYÁÆÎÆÃÙÈ�ÎÒÃS	��3�U5���=���	�����=����������� ���<.:���3&<�3-�*+	 |CX
�?	���&<�2��=�./�����
	��J��	\5A��1�9/���2�P57���[·��3��	+�����
��1��
=�	��P�	�^Ù��&����æ���7���<(#�3&
021�	/�?&<�p�����29#&
	��2�!�	M5�����5A��©

��	��'1���	J��5�5�������&<*E���3&
���«�21�*+=��3&
0�1�	M021�&>5A	��3*+	��3��	J�
	�1��[&<*\5��
=�*+	��2�����3&
���«�21�*+=��3&
0�1�	 X G>��1�����	��8���
����1��!�&<9�&
�������J��� &<�2��	��39/���<�
	

[0, 1]
	��

F
����1��¥©�&<����	��39����<�
	��®�7��1��

[a0 = 0, a1 = 1
F ], [a1 = 1

F , a2 =
2
F ], . . . , [aF−1 = F−1

F , aF = 1]
X F¢��-7��0�1�	�����1��3©�&<�2��	��39/���<�
	Ù�7��1?������1��x�������#��&
����� �8�S9/���
	�1��?*+=��&8����	

�����3��	��35T��������2��	 X �!� 1��¿5A��&<���P�	\9#1�	\�21�*+=��3&
0�1�	E	��!���<.:���3&<�3-�*\&
021�	/�>�
	����3����&<��	�*+	��2���\����������&
=��Z~
1��s���3V���	'�	'CD���3�:��9+������-�=¿�7��1?~��	�1��E���8������	����1���	��b	��

F
����1��¥©�&<�2��	��39/���<�
	��ì�7��1��������2��������'�3��)��

5����#��-�	��[�	J��	�1��6*\&
�[	��¦�#	�1�9#��	�5T��1��%1��DF'C«�÷���8�����3&
0�1�	_~
F + 2

=��������®» �/���m�/� ½ �7�8�E�&µ� =���	�����	
=������2�[021�	��
	���57������*+)��3��	��[�	����
��&
�[ � ���3������-�	M��1��W�������=�	����7��1�	��%�����2�'�������3����&<�2���[57���'��	�1��6�	��
���8������	��U�1���	�� X

��� ���3V���	æ�	«C¦���3�:�@9Ø�7��1
X

=������2� �������3&
�����7��&<��	æ	��W-���*+��.:)���	/�%�Ò�¢�
��&�	��3�6�������=�	«57���6�8�
�	����3&<��=

p(xs, xs−)
0�1�&���	[�=�5A	���E57�����	

s
X Z'��1��S��9:�����b1��3&<�<&
��=%��� ���<.:���3&<�3-�*+	[�pC~5���=���	��2��=�������

��� ���<.:���3&<�3-�*+	 e 	��S&<��&<�3&8���<&
��=�57���S1��6���<.:���3&<�3-�*+	��	[�2©�*+�@(:	�����	�����5T��1��S�����
��1��
	��U�
	��S57������*+)��3��	��
φ�	��8�M*E����&
)���	���1�&<9�������	+B

¡¸Û=' � ��u��HkTt�}~d4c'wm`Swmt�n�cJe
Z[��1��,��9:�����>����1��> � ��VT�������	��3��=��
	�*+�#�)��
	� � ���3V���	p�	�CD���3�:��9¸�7��1J�31��?1���	�&<*E��.:	p�	p�3(#�2�3-�)���	

�3�3&
�35T	����3�����
	[aP¶�./1���	%� X `AX �raÙ�"cY©�aÄ�Ec%cH��������8������*\5A�/�Ò���2��	¼ïY9:=��3&<��=Æ©���	��3����&<�Cð�	��3�41��\��-7��*\5��	UC¦���3�:�@9
�7��1�~ W ����&<9:	���1��\5���=���	�����=%�31��4�8�¸¶�./1���	%� X `AX�W#X ��� ���<.:���3&<�3-�*+	[	��3�4&<��&<�3&8���<&
��=%57����1��E���<.:���3&<�3-�*+	'�	
��©�*+��(:	�����	�� X �?	��H��=���1��<���������	b�8�'��	�./*+	��2�����3&
���E���������������=��4�31��H�8��¶�./1���	�� X `AX �raÄ�c X ��� ���<.:���3&<�3-�*+	

|�`



��V�wj>�K�D @E�ixnlh� F%�<.:���3&<�3-�*+	D ��	��3�3&<*E���3&
���º��C �	���57������*+)��3��	��  � 1��÷���3V���	D�	DC¦���3�:�@9v�7��1
*P1��<�3&
�35T	����3����� X
©YXY��&<�3&8���<&
�Ò���3&
���æB

φ[0] = (c
[0]
ij , µ

[0]
k ,Γ

[0]
k )0≤i,j≤1,0≤k≤1©YG>��1��'����1��

q ∈ Ò + � φ[q+1] 	��3�������
��1��
=®~!57���3�3&<�%�	
y
	��
φ[q] 57���

c
[q+1]
ij =

1∑n
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