L'acoustique musicale par les
nombres naturels

* La lo1 du nombre (entier) chez les Grecs
anciens.

* Aristoxene, une exception?

* La « coincidence des coups » (XVII*-XVIII®
siecle)

* L'apothéose de la coincidence des coups :
Euler, 1739



Tout avec des puissances de 3/2 :
la gamme de Pythagore

Lk = 1l fa 5o ] Si Lt
i BhiE1 0 fIh 4 3 3hE1 0 fANE y
2] 2 2) & 3 2 2] 2 2

C’est-a-dire :
ut ré mi fa sol la S1 ut
1 9/8 81/64 4/3 3/2 27/16 2

Seules I’octave ¢ =(2), 1a quinte ¢ =(3/2), 1a quarte ¢ 14/3)
sont des consonances. Elles correspondent a des rapports
simples, de la forme (n+1)/n, dit superparticulier.

Les tierces f@éet sixtes (mi et la) ne sont pas des consonances
pour les Grecs anciens. (comparer avec la tierce juste fQESM)



Le « cycle des quintes ne se
referme pas »

Cela veut seulement dire qu’aucun empilement de quintes
ne peut donner la méme note (= le méme rapport) qu'un
empilement d’octaves. En effet,
I’équation entiere :

(3/2)m =2n
n’admet aucune solution, ce qui revient a dire que

3p =24

n’en a pas non plus, ce qui est €vident, 3 et 2 éEtant
premiers entre eux. On peut aussi dire qu’aucune
puissance de 3 n’est paire.
(Mais 12 quintes font a peu pres 7 octaves...)



La théorie de la coincidence des coups

CFig. 1
2 . ]
1 ] ]
Fig. 2
3 .
1 ]
Fig 3
4
1 ]
Figy. <
3
2 ] ]
Fig. 5

1 son unique, 2 octave, 3 douzieme, 4 double octave, 5 quinte



La théorie de la coincidence des coups
(Suite)

Principe : un accord de deux sons est d’autant plus
agréable que le rapport du nombre des « coups » venant
simultanément de chacun des deux sons au nombre des
coups «1solés », ou au nombre total de coups recus par
’oreille, est plus grand.

Exemples.
unisson : 1 octave : 1/2
douzieme : 1/3 double octave : 1/4

quinte : 1/4 (ou1, comme pour la double octave...)



L’apothéose de la coincidence des coups :
Leonhard Euler (1707-1783)

Essai d'une nouvelle théorie de la musique, 1739

Le plaisir vient de la perfection :

"Il est certain que toute perfection fait naitre le plaisir et que
c'est une propriété commune a tous les esprits, aussi bien de se
réjouir a la découverte et a la contemplation d'un objet parfait,
que d'éprouver de l'aversion pour ce qui manque de perfection

ou que des mmperfections degradent." [(Euvres Completes en
Francais, 5, 23]



L’apothéose de la coincidence des coups :
Leonhard Euler (suite)

La perfection va avec l'ordre :

"Prenons pour exemple une horloge, dont la destination est de
marquer les divisions du temps; elle nous plaira au plus haut
degre, s1 l'examen de la structure nous fait comprendre que les
différentes parties en sont disposées et combinées de telle
maniere que toutes concourent a indiquer le temps avec
exactitude.

Ainsi, dans toute chose ou 1l y a de la perfection, 1l y a
nécessairement aussi de 'ordre." [OCEF, 35, 24]



L’apothéose de la coincidence des coups :
Leonhard Euler (suite)

En musique, l'ordre est inconscient (cf. Leibniz, "musica est
exercitium arithmeticae occultum nescientis se numerare animi') :

"Nous pouvons reconnaitre l'ordre de deux manieres. Lorsque la loi qui en est la raison nous
est connue, 1l suffit d'examiner si I'objet a considérer y satisfait. Mais si cette donnée nous
manque, il faut chercher a découvrir, dans la disposition méme des parties de I'objet, la loi
qui a préside a leur arrangement; la loi reconnue, l'ordre en sera la conséquence. L'horloge
citée précedemment offre un exemple du premier cas: le but ou la loi de la disposition des
parties y est connue, c'est l'indication du temps. Ainsi, quand nous examinons une horloge,
nous n'avons qu'a verifier si sa construction répond a ce but. Mais si nous avons a considérer,
par exemple, la série des nombres 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, etc., sans savoir quelle est la loi de leur
accroissement, la comparaison de ces nombres nous fait bientot découvrir que chacun est la
somme des deux qui le précedent; nous connaissons des lors la lo1 de formation de la série,
c'est-a-dire, nous connaissons 'ordre qui y regne.
La seconde manicre de reconnaitre 1'ordre se présente surtout dans la musique [...] [OCF, 5,
24-25]



L’apothéose de la coincidence des coups :
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Leonhard Euler (suite)

Tableau des degrés de douceur en fonction du ppcm des nombres (premiers)
représentant chaque terme d’un accord de deux sons

e Tm .

—
"= =

12, 16:
18,2432

S 20 27,3, 48, 6d;

30, 40,54, 72 9k 128;

21,25, 28, 45, 60, 80, 81, 108, 144, 192, 256;

42 500,56, 90, 120, 160, 162, 216, 288, 384, 512,

11,35, 63, 75, 8, 100, 112, 135, 150, 240, 243, 320, 324, 432, 576, 768, 1024;

22 70,126, 150, 168, 200, 224, 270 360, 430, 435, 640, 645, 364, 1152, 1536, 2048,

13,33, 44, 49,105, 125, 140, 189, 225, 252, 300, 36, 400, 405, 448, 540, 720, 720, 960, 472, 1280,
1206, 1728, 2304, 3072, 4098;

26, 66, %5, 95, 210 250, 280, 375, 450, 504, 600, 672, 500, 510, 596, 1080, 1440, 1458, 1920, 1944,
2560, 2502 3456, 4608, 144, 3142;

30,52 55,00, 132, 147, 175, 176, 106, 315, 375, 450, 500, 560, 567, 675, 756, 900, 1008, 1200, 1215,
1344, 1600, 1620, 1792, 2160, 2157, 2580, 2016, 3640, 3888, 5120, 5154, 6012, 9216, 12288 16384,
75,104, 110, 198, 264, 204, 350, 952,302 630,750, 840, 1000, 1120, 1134, 1350, 1512, 1300, 2016,
2400, 2430, 2638, 3200, 3240, 3554, 4320, 4374, 5760, 5832, THA0 7776, 10240 10368, 13824, 18432,
24576, 32768,

==

—l-—\-J—l-l'_ﬂ_\_l:rll'_n_'ll"'\-\_'l—l-
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L’apothéose de la coincidence des coups :

Leonhard Euler (suite)

Tableau des degrés de douceur en fonction des rapports des nombres (premiers entre

Wl
Yl

eux) représentant chaque terme d’un accord de deux sons

1:2

1:3, 14

1:6,2:3, 1.8

1:5,1:9,1:12, 34, 1:16

1:10,2:5, 1:18, 2:9, 1:24, 3.8, 1:32

127,115, 325, 120,425, 1227, 1:36,4:9, 1:45, 3:16; 1:64

114, 2.7, 1:30, 2:15, 3:10, 526, 1:40, 528, 1:54, 2:27,1:72,8:9, 1:96, 3:32, 1:128

1:21, 3.7, 1:25, 1:28, 4.7, 1:45, 5:8, 1:60, 3:20,4:15, 5:12, 1:80, 5:16, 1:81, 1:108, 4:27,
1:144, 9:16, 1:192, 3:64, 1:256

142,314, 6.7, 1:50, 2:25, 1:56, 78, 1:90, 245, 518, 210, 1:120, 340, 5:24, §:15, 1:160,
G:32, 1162, 281, 1:216, 8:27, 1:288, 9:32, 1:384, 3:128, 1:512

(en gras : les rapports correspondants aux consonances connues; soulignés : les
rapports des dissonances connues)



Une approche "expérimentale” :
Rameau et d'Alembert (1722...)

D'Alembert repousse toutes les theories qui l'ont
précédé, proportions, colncidence des coups,
plaisir par I'ordre (Euler).



Rameau et d'Alembert (suite)

Ainsi, pour commencer, 1l juge les mathématiques inutiles :

«Nous avons d'ailleurs banni [...] toutes considérations sur les
proportions & progressions géometriques, arithmétiques &
harmoniques [...... ] proportions, dont nous croyons l'usage tout
a fait inutile, & méme, si nous 1'osons dire, tout a fait 1llusoire
dans la théorie de la Musique.» [Eléments de musique. .., Xii]



Rameau et d'Alembert (suite)

La colncidence des coups n'explique rien :

«Les uns attribuent les différents degrés de plaisirs que les
accords nous font €prouver, a la concurrence plus ou moins
fréquente des vibrations [...] Mais pourquo1 la concurrence des
vibrations, c'est-a-dire, leur direction dans le méme sens, & la
propri¢te¢ de recommencer fré¢quemment ensemble, est-elle une si
grande source de plaisir? Sur quoi est fondee cette supposition
gratuite?» [EM, xxiv]

(Cet argument ¢était déja mmvoqué par Descartes dans son
Compendium musicae [1619]. Ensuite, il se ralliera a la théorie de
la coincidence des coups.)



Rameau et d'Alembert (suite)

Idem pour I'ordre source de plaisir musical :

«Les autres ]Jattribuent les différents degrés de plaisirs que les
accords nous font €prouver| a la simplicite plus ou moins grande du
rapport [des vibrations]. [...] Comment I'oreille est-elle si sensible a
la simplicité des rapports, lorsque le plus souvent ces rapports sont
inconnus a celuil dont 1'organe est d'ailleurs le plus vivement affecté
par une bonne musique?» [EM, xxiv]

Et Euler semble visé :

«[...] ces Musiciens qui se croyant Geometres, ou ces Geéometres
qui se croyant Musiciens, entassent dans leurs ecrits chiffres sur

chiffres, imaginant peut-&tre que cet appareil est nécessaire a 1'Art.»
|[EM, xxx]



Rameau et d’ Alembert : les deux principes
ou « expériences » de la théorie

Premiere expérience : « outre le son principal & son octave,
deux autres sons treés aigus, dont l'un est la douzieme au-dessus
du son principal, c'est-a-dire 1'octave de la quinte de ce son; &
'autre est la dix-septieme majeure au-dessus de ce méme son,
c'est-a-dire la double octave de sa tierce majeure. »

Seconde expérience : c’est seulement celle de la profonde
ressemblance entre un son et l'octave supérieure ou inférieure.




Rameau et d'Alembert :
remarques finales

— Ia «barriere » du tympan n’est pas encore
franchie.

— La série des sons partiels harmoniques d'un son
musical n'est pas encore entierement reconnue et
comprise (cf. Sauveur 1700, ainsi que la
controverse sur la lo1 des cordes vibrantes (1716-
1760). Seule la décomposition en série de Fourier
(1822) rendra possible la compréhension de
I'analyse sonore harmonique).



Helmbholtz : extraits biographiques

Ainé de quatre enfants. Mere calme et réservée, Helmholtz tient d'elle pour ces
traits de caractere.

Pere passionné, figure romantique, grande sensibilité esthétique, et fervent
admirateur de Kant et de Fichte. Le fils tient de lui son gott de la musique et de la
peinture, ainsi que son intérét pour la philosophie (bien que le pere et le fils aient
eu des opinions opposées).

Au lycée de Potsdam Helmholtz aime tres tot la physique, mais son pere n'a pas
I'argent de l'envoyer a 1'universit€; il le persuade de s'orienter vers la médecine,
pour laquelle il existe des bourses. En 1837 Helmholtz en obtient une, contre
laquelle 1l doit huit années de service dans I'armée.

Pendant ses €tudes de médecine, il lit pour lui-méme Laplace, Biot et Daniel
Bernoulli, ainsi que Kant.

(Helmholtz avait toujours souffert de migraines, cherchant soulagement dans la
musique et le sport de la montagne.)



e Helmholtz, médecin, physicien, mathématicien,
philosophe, musicien amateur (1821-1894)

e Ses découvertes en acoustique musicale
* Principe de la décomposition en sé€rie de Fourier
* Sons  simples et  sons  complexes
* Anatomie de loreille (selon Helmholtz)
* Battements et sons  résultants

* La dissonance "expliquée" par les battements

* Dissonance de sons complexes

e Imprécisions et erreur de Helmholtz



Helmholtz : extraits bibliographiques

Ensemble de l'ccuvre dans : Wissenschaftliche Adhandlungen von Hermann
Helmholtz, 3 vol., Leipzig, 1882.

"Mémoire sur la conservation de la force, précédé d'un exposé €lémentaire de la
transformation des forces naturelles", 1847 (trad. fr. 1869). (force = €nergie au sens
moderne).

Beaucoup de mémoires dans les Annales de Poggendorf, les Archives d'anatomie,
le Journal de Crelle, ...

Conférences sur des sujets philosophiques ou de vulgarisation : Populare
wissenschaftliche Vortrdge, 3 vol., Brunswick, 1865-1876; Vortrdige und Reden, 2
vol., Brunswick, 1884.



Helmholtz : extraits bibliographiques (suite)

Handbuch der physiologischen Optik, 3 vol., Leipzig, 1856-1867 [Optique
physiologique, ...].

Die Lehre von den Tonempfindungen als physiologische Grundlage fiir die Theorie
der Musik, Brunswick, 1863 [Théorie physiologique de la musique, ...].

L'optigue et la peinture, 1878.
Mécanisme des osselets de ['oreille et de la membrane du tympan, 1886.

Lecons données durant son séjour a Berlin : Vorlesungen iiber die
elektromagnetische Theorie des Lichts, Hamburg, 1897; Vorlesungen iiber
theoretische Physik, 6 vol., Leipzig, 1897-1907.



La décomposition en sé€rie de Fourier

Décomposition en série de Fourier. Ci-dessus les représentations graphiques
de deux sommes de séries de Fourier, chacune accomp agnée de la fonction en
"dent-de-scie" (le segment de droi te montant) qu'elles doivent représenter. A
gauche, la somm e des seuls trois premiers termes; a droi te, la somme de s vingt
premiers termes : on voit que |l e segment de droite montant est n ettement
mieux approché par la série des vin gt termes qu e par celle des trois termes.



Sons purs et sons complexes

Ecoutons-les.

— un la 440 sinusoidal f(ﬁ’i

.

-

— un la 440 en dent de scie -

—
.

-

— un la 440 de forme carrée @§-

—
.



I e résonateur de Helmholtz




Une batterie de résonateurs (Helmholtz et Konig)




Courbe de « réponse » d’un résonateur

Courbe de résonance d'un résonateur de Helmholtz



Anatomie de 1’oreille humaine
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Anatomie de 1’oreille : détail de la cochlée
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Fic. 1. Schematic diagram of the human ear, with the cochlea uncoiled.



Le phénomene des battements
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Battements du p e mi er d . La co b sup é représente ration
mpI de fréquence do ( ( ) ); la b in férie ure représente une vib ration
mplp squ d tique, ma d Ifq st 10 % plus rapide ( sin(1,1 xt) )

et do I P h e de dépar décalee d'une de mi—période. La courbe centrale

représente la somm e Igbq d s deux vibrations simples.



Les battements (suite)

Helmholtz, médecin et musicien, remarque que la discontinuité
de [D’'intensit€¢ sonore propre aux battements provoque du
désagrément. Il entreprend de quantifier ce désagrément (terme
de nature psychologique) en fonction de I’intensité des sons
battants et de la fréquence des battements. Si les battements sont
tres lents, 1ls ne sont mé€me pas percus et donc sans
désagrément; s’ils sont tres rapides, les deux sons en cause
fusionnent dans la sensation et ne sont donc pas non plus
désagréables. Il existe donc une fréquence « optimale » de
désagrément des battements, que Helmholtz fixe a environ
30 Hz. Il choisit ainsi, en partie arbitrairement, une fonction qui
lie la fréquence des battements a la « dureté » qu’ils produisent.



Les battements (fonction de dureté propre)

La  différence  des :
fréquences des
battements étant notée
par Af, Helmholtz
choisit la fonction : q

[(30?2 +AfAf2 ]2 ﬂ

dont le maximum vaut
1 lorsque Af = 30 Hz

Exemple pour 528<f<660. Le maximum de duret€ serait a
561 Hz. (« clic » au moment du maximum, apres 16 sec)



Note. Pour €tre percue, la dissonance du battement doit se
produire physiquement dans I’oreille : une zone de la
membrane basilaire doit effectivement battre. Helmholtz
insiste a juste titre sur cette condition.

On peut en effet vérifier que les mémes sons que ci-dessus
ne produisent pas 1’effet de battement s’1ls sont €coutés au
casque.

Cela a €té contesté, mais a tort (cf. note en fin de fichier).

Deux autres battements a 33 coups par seconde entre sons
purs. La dureté dépend aussi de la hauteur générale, dont
découle la valeur de la bande critique (cf. ci-dessous) :

— s12-ut3
— utl-mil



Dissonance de deux sons complexes

Selon un principe de superposition qu’il ne discute pas,
Helmholtz suppose que cette dissonance est la somme
(psychologique!) des dissonances partielles de tous les
couples de sons simples partiels harmoniques constituant
chaque son complexe. Ce principe de superposition a tout
de méme un fondement physique dans la mécanique de la
membrane basilaire, puisque, si les oscillations restent de
faible amplitude, toutes les composantes de vibrations
s’ajoutent algébriquement.

Pour deux sons de forme triangulaire, Helmholtz parvient
ainsi a la courbe suivante...



Courbe de dissonance de deux sons d’amplitude
triangulaire

De do a mi écoutons-les! Fréquence 528 Hz constante a
gauche, montant de 528 a 660 Hz a droite (37 sec).



e Apres Helmholtz
* Mécanique de la membrane basilaire
*Notion de bande critique
* Battements du second  ordre
* Le fantbme du son fondamental
* Addition des intensités sonores

e Conclusion : conséquences des conditions

physiques et physiologiques humaines sur la

perception musicale. Actualité des conceptions de
Helmholtz.




Apres Helmholtz

Mécanique de la membrane basilaire

Elle n’a pas la structure d’une suite de cordes
paralleles, ainsi que le croyait Helmholtz, mais est
tendue de la méme maniere dans toutes les directions.

Cependant, I’emplacement des zones qui vibrent est

bien déterminé par la fréquence excitatrice.
L




La membrane basilaire elle-méme est soumise sur toute sa longueur
a une vibration se propageant de la fenétre ovale vers 1'hélicotréma
et qu'on qualifie ainsi de vibration transversale. Deux facteurs
poussent alors cette onde a croitre en amplitude : la diminution du
diametre de la cochlée, tout comme 1'assouplissement progressit de
la membrane basilaire, ceci di au fait que cette derniere s'élargit en
allant vers 1'hélicotréma. Mais bient6t ces deux influences se
trouvent contrecarrées par un autre phénomene, la masse croissante
de la membrane basilaire et du liquide lymphatique en mouvement.
Ainsi l'onde a-t-elle un maximum d'amplitude a un endroit donné de
la membrane basilaire, pour s'annuler ensuite sur un peu plus de 2
mm. Les minuscules cellules de CORTI détectent ce maximum
d'amplitude et le transmettent aux fibres nerveuses. Plus la
fréquence de 1'onde est €levée, plus ce maximum se situe pres de la
fenétre ovale (a 10 mm pour 5000 Hz), plus la fréquence est grave,
plus le maximum se rapproche de I'hélicotréma (a 30 mm de la
fenétre ovale pour 100 Hz).



Notion de bande critique
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Af i = kT i = T

Comparaison de la dureté propre de Helmholtz a la bande critique. A
gauche, la fonction de dureté propre choisie par Helmholtz pour représenter la
dissonance de deux sons de fréquence variable produisant des battements d'égales
intensités; a d roite la courbe de dissonance de deux sons simples de f réquence
variable, montrant I'étendu e de la bande critique.



Battements du second ordre
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Les battements sont figurés par la courbe du milieu qui est la
somme algébrique de celle du haut (un son pur) et de celle du bas
(son octave approximative : fréquence multipli€e par 2,1).




[Le fantOme du fondamental

S1 1’on fait entendre un mélange de sons purs de fréquences f,
21, 31, 41, etc., I’oreille percoit seulement un son complexe de
fréquence f, mais avec un certaine couleur, un certain timbre.
Que se passe-t-1l si I’on €met des sons purs de fréquences 2f, 31,
41, 51, etc.? Bien que le fondamental f manque, 1’oreille percoit
un son de cette fréquence. Tout se passe comme si elle

« comprenait » que le plus grand commun diviseur des
fréquences est f. On a bien affaire, en effet, a un phénomene de
perception.

Exemples : .

440 Hz pur (la) G

440 fois (1+2+3+4+5) Hz &-

440 fois (  2+3+4+5) Hz (pas de 440 Hz) -



Le fondamental manquant, une petite énigme

Que percoit-on si1 le fondamental « qui manque »
correspond a une fréquence inférieure a celle du seuil
inférieur des possibilités auditives?

(par exemple, s1 I’on €émet des sons purs de fréquences 40,

60, 80, 100, 120 Hz, dont le fondamental est de fréquence
20 Hz.)

Sur la voie...:

100 Hz pur G -
1004200+300+400+500 Hz -
200+300+400+500 Hz &~



Origine physique de la dissonance

Il est donc a la fois exact et exagéré de s'écrier avec Frances : "Hypothese
improbable et inutile que celle d'une projection sur la cochlée d'un phénomene
qui ne se produit qu'entre deux ondes aériennes de période différente! Il est
plus vraisemblable d'admettre avec R. Husson qu'il se produit, au niveau du
nerf auditif une “pararésonance” élective pour des fréquences voisines de
moins d'un ton et demi et plus €cartées que 120 et 121 cycles par seconde.
L'audition simultanée de deux sons simples ne regoit un caractére dissonant
que si une méme fibre nerveuse est excitée par eux, ce qui n'arrive que pour un
intervalle inférieur a 1,6 et supérieur a une dizaine de savarts. Ce caractere
serait un “affaiblissement de la sensation de hauteur tonale di au relancement
de la méme fibre nerveuse successivement par les deux sons €mis, avec des
alternatives plus ou moins rapides”." (Frances, op. cit., p. 364-365) Que la
dissonance (au sens de pur "frottement" acoustique du reste, et non pas en son
plein sens musical) ait son siege dans une fibre nerveuse et non exactement
toujours dans une région de la membrane basilaire, c'est certainement vrai;
mais cela n'enleve rien a cette découverte proprement helmholtzienne, que la
dissonance se traduit par la présence physique d'un phénomene spécifique
dans le corps humain.

(note tirée de mon Histoire de ’acoustique musicale, p. 171)



Réponse a la petite €nigme du fondamental
(vraiment) manquant

Réponse a cette €nigme du fondamental manquant que jamais
personne n’a entendu : on ne I’entend pas.

25 Hz pur (en dessous du seuil d’audition) @+
25+450+75¢100+125 Hz -
— 50+75+100+125 Hz &-

-,



Publications personnelles

Patrice Bailhache, Une histoire de I’acoustique musicale, CNRS
Editions, Paris, 2001, 199 pages.

Textes disponibles sur Internet, au format html ou pdf, a
|’adresse :
http://patrice.bailhache.free.fr/thmusique/

Autres publications :
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