THALES

e e o

T3NS P ™ 3

Géométrie, médiane et diffusion de
spectres de frequences acoustiques :
Ou Comment "médianiser" ou

"diffuser” des morceaux de musiques
F. Barbaresco

Air Systems Division \



| L'Orateur (&

" Frédéric BARBARESCO (frederic.barbaresco@thalesgroup.com)

" Expert au département « Strategy Technology & Innovation » de la BL « Surface Radar » de la division « Air
Systems » du groupe THALES (Domaine d’expertise : les senseurs radar cognitifs et le traitement avancé du
signal radar, en particulier la refondation du traitement du signal radar sur la géométrie de I'information et la
géométrie des matrices de covariance)

® En charge de la coordination des théses au sein de la BL

®  Membre du THALES KTD PCC (Key Technology Domain, Processing Control & Cognition) présidé par J.F.
Marcotorchino (Directeur scientifique de THALES Land & Joint, enseignant a Paris 6)

"  Animateur du groupe MATHERON des experts THALES en traitement d'image

®= Membre Senior SEE, médaille Ampére 2007 et président du club SI?D (Signal, Image, Information & Décision) :
www.see.asso.fr

" Président du comité d’organisation de la conférence SEE Internationale COGIS (COGnitive systems with
Interactive Sensors) avec Daniel Krob (X : Chaire Thales « Systémes Complexes ») : www.cogis2009.org

®  Organisation de la journée 2009 SEE/Académie des Sciences «Traitement de l'information : avancées et
défis actuels » (pour les 125 ans de la SEE) :
http://www.academie-sciences.fr/conferences/colloques/collogue html/colloque 27 01 09.htm

" Membre du comité d’organisation de la conférence internationale MIA (Mathematic & Image Analysis)
sponsorisée par THALES et présidé par L. Cohen & G. Peyré (CEREMADE, GDR MSPC), qui aura lieu a
I'Institut Henri Poincaré en Décembre 09 : http://www.ceremade.dauphine.fr/~peyre/mia09/

®  Membre du club des clubs des partenaires industriels des GDRs :
®  GDRISIS (Image Signal InformationS) : http://gdr-isis.org/
®  GDR ONDES : http:/gdr-ondes.Iss.supelec.fr/

"  Projet de REI DGA/MRIS « Géométrie de I'information pour le traitement des signaux matriciels » (Prof.
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Préambule ©
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® Lathéorie de la Géométrie de I'Information introduite de fagcon paralléle par Rao et
Chentsov, et la Géométrie Symplectique telle qu'introduite par Carl Ludwig Siegel
permet de définir une métrique entre matrices de covariance d'une série temporelle
(la matrice de covariance définissant le spectre de fréqguences acoustiques présentes
dans le signal).

" La géométrie naturelle de ces matrices de covariance symétriques (ou
hermitiennes) définies positives est une géomeétrie Riemannienne symeétrique. |l
s'agit d'un espace métrique a courbure négative. Il est alors possible de calculer de
facon explicite la geodeéesique (plus court chemin sur la variété) entre matrices de
covariance.

" Sur la base de travaux du géometre allemand Herman Karcher, on définit un flot de
gradient qui converge vers la mediane de N matrices de covariances (appelée point
de Fermat-Weber en Physique) en minimisant le critére égale a la somme des
distances géodésiques a lI'ensemble des N matrices (ceci étant I'approche classique
du barycentre de Fréchet qui converge vers la moyenne lorsque qu’on prend les
distances aux carrés).

" Sur la base de ce flot et par analogie avec I'équation de diffusion de Fourier, on
définie une équation de diffusion sur un graphe de matrices de covariances et
cherchons via I'éguation de Campbell-Hausdorff a remonter a I'équation de diffusion
a temps continu.

"Le probleme de la "médiane dans un espace métrique" est un probleme plus vaste
gui recouvre des liens avec les sciences sociales par exemple (redécouverte des
travaux de Condorcet sur la notion de "vote médian" par J.F. Marcotorchino et P.
Michaux).
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Prise de mesure de I'onde acoustique @)

" Spectre d’un signal Acoustique

Spectrogramme d’'une suite d'accords de piane C—Cm-CM7-C7-Cm7-Cm7
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Prise de mesure de I'onde acoustique @)

" Spectre d’'un signal Acoustique
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Prise de mesure de I'onde acoustique @)

" Spectre d’un signal Acoustique
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Le voisinage des « choses » (©

" Comment définir la distance (et donc la géomeétrie
~associee) a deux spectres de fréguences ?

THALES




, Le voisinage des « choses » (©

« Les animaux se divisent en : a) appartenant a ’'Empereur, b) embaumés,
c)apprivoisés, d) cochon de lait, e) sirenes, f) fabuleux, g) chiens en libertés, h)inclus
dans la présente classification, i) qui s’agitent comme des fous, j) innombrables, k)
dessinés avec un pinceau tres fin en poil de chameau, |) et cetera, m) qui viennent de
casser lacruche, n) qui de loin semblent des mouches »

Encyclopédie chinoise tiré d’un texte de Borges

(En preface de 'ouvrage « Les mots et les choses » de Michel Foucault)

« La monstruosité que Borges fait circuler dans son énumération consiste en ceci que
I’'espace commun des rencontres s’y trouve ruiné. Ce qui est impossible, ce n'est pas
le voisinage des choses, c’est le site lui-méme ou elles pourraient voisiner. ... Les
choses y sont ‘couchées’, ‘posées’, ‘disposées’ dans des sites a ce point différents
gu’il est impossible de trouver pour eux un espace d’'accueil , de définir au dessous
des uns et des autres un lieu commun . ... Sur quelle ‘table’ , selon quel espace
d’identités, de similitudes, d’analogie, avons nous pris I’habitude de distribuer tant de
choses différentes et pareilles ? »

Michel Foucault « Les mots et les choses »
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n Archeéologie Foucaultienne (&

« La trame sémantique de laressemblance au XVIéme siécle, est fort riche : Amicitia,
Aequalitas (contractus, consensus, matrimonium, societas, pax et similia), Consonancia,
Concertus, Continuum, Paritas, Proportio, Similitudo, Conjunctio, Copula .

Mais il y en a quatre qui sont, a coup sir essentielles :

* La CONVENIENTIA : est une ressemblance liée a I'’espace dans |la forme du ‘proche en
proche’. Elle est de I'ordre de la conjonction et de I'ajustement. Elle appartient moins

aux choses qu’au monde dans lequel elles se trouvent.

 'TAEMULATIO : sorte de convenance affranchie de la loi du lieu, qui jouerait immobile
dans la distance. Les anneaux ne forment pas une chaine comme les éléments de la
convenance, mais plutdt des cercles concentriques, réfléchis et rivaux.

* L’ANALOGIE : affrontement des ressemblances a travers I’espace.

* le JEUX DES SYMPATHIES : nul chemin n’est déterminé a |I’avance, nulle distance n’est
supposeée, nul enchainement prescrit. Elle parcourt en un instant les espaces les plus
vastes. Sa figure jumelle, I'antipathie maintient les choses en leur isolement et empéche
les assimilations.

Enfin, Il n’y a pas de ressemblance sans signhature. Le savoir des similitudes
se fonde sur le releve des signatures et sur leur dechiffrement. »

« Les mots et les choses » de Michel Foucault



Introduction (€
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" Probleme

Le spectre des fréquences d’un signal acoustique mesure via une série
temporelle d’échantillons est décrit via la matrice de covariance de ce vecteur de
mesure.

Cette matrice de covariance est structurée et posséde les propriétés de
symeétrie, définie positivité et le caractere Toeplitz

Si I'on cherche la « structure géométrique » inhérente a ces matrices de
covariances, les sources sont doubles

" Les doubles sources de la géomeétrie des matrices de
covariance
" Source de la Géomeétrie de I'Information (Rao/Chentsov) : Sion

Air Systems Division

modélise le signal par une loi multivariée gaussienne de moyenne nulle, la
meétrique riemannienne est donnée par la matrice d’'information de Fisher. Elle
posséde une propriété d’invariance par changement non-singulier de
paramétrisation. Elle permet d’interpréter la métrique comme une prise en
compte de la variance de la matrice de covariance qui déforme I'espace.

Source de la Géomeétrie Symplectique (C. L. Siegel) : Sion cherche la
geomeétrie intrinseque a I'espace des matrices symétriques (hermitiennes)
définies positives, il peut étre introduit naturellement via I'espace de Siegel
(généralisation au cas matriciel de I'espace de Poincaré). Dans cette approche,
on cherche les automorphismes de cet espace et la métrique qui est invariante
par ces automorphismes. Nous verrons que la métrique de la géométrie de
I'information est un cas particulier.

THALES



Objectifs (©

= Objectifs : Ayant définie la métrique associée a ces matrices de
covariances via les 2 sources de la géométrie de I'information et la
géomeétrie intrinséque, on s’intéresse aux problemes suivants :

= Définition de la distance entre 2 matrices de covariances

= Définition de la géodésique entre 2 matrices de covariances

" Caractérisation du fait gu’il s’agit d’'un espace symeétrique a courbure

négative
" Calcul de la moyenne/du barycentre de N matrices de covariance

" Calcul de la médiane (Point de Fermat-Weber) de N matrices de
covariance

= Equation de diffusion de Fourier d’un graphe de Matrices
= Equation de diffusion anisotrope d’un graphe de Matrices

" Introduction d’'une parametrisation autorégressive pour conserver le
caractére Toeplitz de la matrice de covariance

" Modélisation variationnelle de la modélisation autorégressive

" Calcul de moyenne et médiane de N coefficients de réflexion dans
le disque de Poincaré

13 ) Air Systems Division T H A L E S



Métrigue et géomeétrie pour les matrices de covariance @

" La géomeétrie de I'information pour les lois multivariées
gaussiennes de moyenne nulle et la géométrie différentielle
intrinséque des matrices hermitiennes définies positives (cas
particulier de la géomeétrie des espaces de Siegel) conduit a la
méme metrique :

" Géométrie de l'information :

~ 1 B 2 7]
p(Zn /Rn) _ (72')_an —1.e—Tr[Rn.Rn ] avec gij (9) —_F 7 In p(Zn*/ Hn)
- 0.0
avec Rn :(Zn_mn)'(Zn_mn)+ - ! -
et E[R, |=R, m,=0 == ds’= Tr((R,;l(an ))2)

" Géométrie du demi-plan supérieur de C.L. Siegel :
SH, ={Z =X +iY € Sym(n,C)/Im(Z)=Y >0}
ds?, ., = Tr(Y {dz)v H(dZ)) avec Z =X +iY

X =0
> {Y:i.R —> ds? =Tr((R;1(an))2) THALES



Bpnne meétrique au sens de la géométrie de I'information @

fy s _ 2
" La métrique est définie: ds? = Tri IR (dR
n n
" Avantage vu de la Géométrie de l'information :
" meétrique invariante par changement non singulier de paramétrage

2
w=W(6) = ds*(w) =ds’(6)
" Métrique tenant compte de la statistique des paramétres

R, = E[(&’ - §X9 - é)ﬂ > I|6]™ : borne de Cramer - Rao

et ds’=do".1(0).d0=d6" R} 'do

15 ) Air Systems Division T H A L E S



, Bonne metrique au sens de la géometrie des matrices @

sy P 2
" La métrique est définie: ds? = T;»((Rn‘l(an )) )
" Avantage vu de la Géométrie de Siegel :
" Les isométries de I'espace de Siegel SHn sont données par le

groupe quotient P§ R)=S RY{+T
avelé Spl(ln:F) |elg?rgnupe S)ymplelgtgglue:) { 2”}

A B) .

M = = M(Z)=(A4Z + B)\CZ + D)
C D,

A B)

C D)

A"Cet B"D symétrique
A'D-C'B=1,

eSp(n,F)@{

0 I
Sp(n, F) = {M e GL(2n,F)IM"JM = J}, J = ( / (’;) e SL(2n,R)
" La seule métrique invariante par M(Z) est la ?nétrique de Siegel :

ds2,., = Tr(v(dz)r*(dz)) avec Z =X +i¥

1 {;(:;;n => ds’ = Tr((R,;l(an ))2) THALES



De la metrique a la distance @

17

" La métrique est définie: g% = TV((R_l(dR))Z)

" Distance associée :
" Par intégration, on obtient :

d?*(Ry, R,)=[log(R; % R,.R 2] = S log?(4, )
k=1

Avec de’[(R2 — /1R1) =0
" Dans le cas général, pour I'espace de Siegel

Z=X+iYeSH, avec X #0

(2, )z(ZIOQZCi\/@B avec Z,,Z,<SH,
= k

Avec det(R(Z,,Z,)—A.1)=0
R(Zl’ Zz): (Zl -7, )(Zl _Zz )_1(21 _Zz )(Zl ~Z, )_1

THALES



Utilisation dans I'art de la geométrie hyperbolique (Escher) @

P 2
s
A A
1 - * L
= 'I
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n Espaces de H. Poincaré et de C.L. Siegel @

-

)

)

Demi-Plan supérieur de Poincare

Cdxt+dyt ‘dz‘z
- 2 o 2

y y

avec z=x+1y
Demi-Plan supérieur de Siegel

ds? = Tr(Y *dzydZ")
avec Z = X +iY

N

ds

= y'dzydz’

19

Disque de Poincaré

2
2 ‘dz‘

ds

D

ds® = (1— 7z )_1 dz(l— 7z )_1 dz
Disque de Siegel

ds* =T~ 2z} dz(1- 22"V az")

THALES



aveCc Z=X+1Y




La géomeétrie du demi-plan de Siegel et le cas particulier @

Demi-Plan de Siegel
SH, ={Z=X +iY eSym(n,C)/Im(Z)=Y >0}
det(R,Y?.R,.R; V2 — A1 )=0
dZ(Rl,RZ):glogz(ﬂk) Y >0

#ie.2)-Sio0 s (27

Z,=iR, si W,=N(O,R,)

ds® =T race[(R‘ldR)z]

ds* =Tr(y™(az)v(dZ )

det(R(Z,,Z,)-A.1)=0

21 Air Systems Division T H A L E 5




. Géodésique et moyenne géométriqgue symétrisée ©

1/26—t(X—1’ 2k x2 ) X1/2 14

v = grad’ (V) =—exp; (V) =—X"? log(X 2yx V2 )x?
exp, (vy,t)=X

 exp (1)) = XVl o g

y(0)

" La geodésique entre 2 matrices X et Y est donnee par :
Y (£) = Y2 ezlog(X—“?YX—l’Z) Y2 _ X1/2( X—1/2YX—1/2)f Y2
avec ¢e(0,1] y0)=X et yQ)=Y

" La moyenne est définie comme barycentre au sens de Fréchet :

X oY =y(1/2)= X2 (x V2yx V2 )" xv?

1/2

22 ) Air Systems Division T H A L E 5



| moyenne géométrique symétrisée @©

" La moyenne qui apparait est bien une matrice symetrique ou
hermitienne définie positive :

AOB — Al/Z(A—]./ZBA—l/Z)LIZA]./Z

" |l s’aqit bien du barycentre de Fréchet, qui minimise :
2 2
Min log(a /242 )+ [log(5 2.x5 %
X

" On peut remarquer que quand les matrices commutent, il s’agit de la
moyenne géomeétrique classique :

Ao B = (AB)llzqui n’est pas symétrique définie positive
" Une autre facon de retrouver la moyenne geometrique « symétrisée »
consiste a la trouver comme solution de I'équation de Ricatti :

M—lX — B — A—l/Z(M—l/ZA—l/ZX)A—l/Z — A—l/ZBA—l/Z
— (A—I/ZM—]./Z)(A—I/ZM—]./Z) — A—l/ZBA—l/Z

M2y 2 (A—llzBA—1/2)1/2 N A1/2(A—1/ZBA—1/2)1/2 U2
23 ) Air Systems Division T H A L E S



Il s’agit d’'un espace Riemannien symétrique @©

24

Air Systems Division

En géometrie riemannienne, un espace localement symetrique
est une variété riemannienne (M, Q) telle que, (localement) autour
de chaque point x, il existe une symétrie o, qui inverse les
geéodeésiques issues de x et qui est une isométrie (locale).

Un espace localement symeétrique est dit symetrique si les
symetries peuvent se prolonger a tout I'espace. De maniere
équivalente, une variété riemannienne (M,g) est dite symétrique
lorsque, pour tout point x de M, il existe une isometrie o,:M—M
vérifiant :

" 0,(X) =X;

" do,(x) =-—Id.
Cette isométrie ox est appelée l'involution en x.
Propriétés :

" Tout espace symetrique est une varieté riemannienne
geodésiquement complete, donc complete en vertu du théoreme de
Hopf-Rinow.

" ]l existe une et une unique involution en x.

" Le tenseur de courbure d'une variété riemannienne est paralléle.

HALES



Il s’agit d’'un espace Riemannien symétrique @©

25

" Pour I'espace considéré, la géodésique entre deux matrices A et B
est donnée par :

¥ (1) = Allz( 2R A—l/z)f Y2 _ 4112 et.log(A_llzBA_llz) Y2 avec e [0’1]
" Pour I'espace symetrique des matrices symetriques ou
hermitiennes définies positives, pour chaque paire (A,B), il existe
une isomeétrie bijective G(A,B) qui vérifie :
G(A’B)A =B et G(A’B)B = A4
" Cette isométrie a un unique point fixe Z qui est donné par le milieu

de (A,B), c’est a dire la moyenne géomeétrique précédemment
définie d(G,, 5 X, X )=2d(X,Z

G(A’B)X:(AoB)X'l(AoB) avec AOB:A1/2<A—1/2BA—1/2)“2A1/2

Etles propriétés : G, 5 (A 0 B) = (A o B) et dG, (A o B) =—1/
" Ceci est difféerent de I'approche classique en traitement du signal
qui suppose un espace norméeé euclidien :

G, pX =(40B)-X+(A4eB)
avec _A+B et|4—B
Ae B = 5 H HF THALES




. Géodésique et moyenne géométriqgue symétrisée ©

Espace Normé : isométrie
(approche traitement
du signal Classique)

Espace métrique : isométrie

B=G, 4

¥ B=Gy, 4

-

A=G,, »B G@wXE{JoB}<X4(AoB)

Gy X =(40B)X*(40B)

(¢]
A=G, B Courbure négative
Espace métrique : Géodesique

y@) =B

Courbure nulle

Espace Normé : Geodésique

e

#(0)= 4

y(0) =4
26 ) Air Systems Division T H A L E 5



« La Messe est dite » par Marcel Berger @©

* Premier Miracle :

Marcel Berger (IHES), « 150 ans de Géométrie Riemannienne »,
Géomeétrie au 20'¢me sjécle, Histoire et horizons, Hermann Editeur, 2005

La théorie des espaces symétriques peut étre considérée comme le premier miracle de la géométrie
riemannienne, en fait comme un nceud de forte densité dans I’arbre de toutes les mathématiques ...
On doit a Elie Cartan dans les années 1926 d’avoir découvert que ces géomeétries sont , dans une

dimension donnée, en nombre fini, et en outre toutes classées.

» Second Miracle :

Entre les variétés localement symétriques et les variétés riemanniennes générales, il existe une
catégorie intermédiaire, celle des variétés kahlériennes. ... On a alors affaire pour décrire le panorama
des métriques kahlériennes sur notre variété, non pas a un espace de formes différentielles
quadratiques, tres lourd, mais a un espace vectoriel de fonctions numériques. ... Larichesse
Ké&hlérienne fait dire a certains que la géométrie kadhlérienne est plus importante que la géométrie

riemannienne.

e Pas d’espoir d’autre miracle :

27

Ne cherchez pas d’autres miracles du genre des espaces (localement) symétriques et des variétés
kahlériennes. En effet, c’est un fait depuis 1953 que les seules variétés riemanniennes irréductibles
qui admettent un invariant par transport parallele autre que g elle-méme (et sa forme volume) sont les
espaces localement symétriques, les variétés kdhlériennes, les variétés kahlérienne de Calabi-Yau, et

les variétés hyperkahlériennes.

Plus de détail : Marcel Berger, « A Panoramic View of Riemannian Geometry », Springer 2003

Air Systems Division T H A L E 5



Algorithmes de la moyenne/Médiane : critere a optimiser @

. s . N
" Probleme a resoudre « Barycentre de N matrices » {Bk }kzl ;

X =argmin £.(X)=aamin > 4“ (X, B,)
X X k=1

" Moyenne barycentrique

N

a=2 —> X =arg minfz(X):arg min>.d*(X,B

X k=1

grad[fz(X)]— Zepr( )ETXV :>Xn+1=eXan(—8.grad[f2(Xn)])

- Medlane (Point de Fermat-Weber)
N

a=1 = X=argminAX)=argmin>.4(x,B,)
X A

k=1

gmd[m]__ﬁijgg )>ETV = X, =exp, (~egrad[f(x, )

28 THALES



, Il s’agit d’un flot de gradient sur la variété @

" Algorithme par descente de gradient

HPD,(C)
" Latangente en X a la géodésique rejoignant X a B,

Yk (t) — Xllz (X—llszX—UZ )tk Xl/Z _ XIIZetk IOQ(X_llszX_llz)Xl/z

dy, (1)

dt,
" La somme des tangentes en X des geodésiques de X aux {Bk }ivzl

:> O: X1/2 Iog(X—llszX—l/Z)Xl/z

tk:

G, = i dy, (1) ‘t:O — G = Xllz(ilog(X1lszX1/2)jX1/2

o dt, k=1
29 ) Air Systems Division T H A L E S



| Karcher Barycenter & Jacobi Field ©

7/k(t)=X1/2(X_1/ZB X—1/2) X1/2 _ xU2, og(x /28, x _1/2)X1/2

; Bl i B,
.- | l‘ e
kY T . i <
"-\. o o, |
LY ]
B,
.-- e |
alm) |
AL |
|
|
Bs
L

t=0: Xl/Z Iog(X—llszX—]./Z)Xl/z

M

i dy, () ‘t:O _ Xllz(ZN: Iog(XllszXllz)]Xllz ~0

1 dt k=1
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, Médiane plus robuste que moyenne @©

X :moyenne

o
O: médiane o
o
o " Jox
o o

La médiane est insensible a la présence de points aberrants
tant qu'ils restent minoritaires

La moyenne est immediatement perturbée par la présence de
points aberrants
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Mediane et point de Fermat-Weber (&

median

jPX (x).dx =0.5 < median = Min EQx - m‘)
0

L aplace (1774) :

Let P,, P,...P, be n points of a metric space. A point M is a median of these n
points 1f M 1s a point of the space minimizing the sum d(M, P,) + dM, P,) +...+

d(M, P,) of its distances to the n points.

The median of six points

(EUYRES
DE LAPLACE,

DE L'ACADEMIE DES SCIENCES,

TOME HUITIEKE.

.__'Pp, L o B

uuuuuu

Laplace a appelé cette valeur « le milieu de probabilité » ou « la valeur probable ». Le
terme médiane a été introduit par Cournot dans I'Exposition de la théorie des chances

en 1883.
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| Médiane de matrice ©

a=1 = X =argmin A(X) =arg minZd(X,Bk)

erad[f; (X))~ i;x(gg; )>€TV:>X —exp, (~e.grad[;(X,))

gi Iog(X,;l/szX,jl/z)
12 & 1”'09()(_”23 XJ”ZM 1/2
X =X o xe

n+l — n

exp;}(U) _ yl2 |Og(X—1/2UX—1/2 )Xl/z

1124112 |::>
ex V — Xl/ZeX |2.¢ Xl/Z _
pX( ) avec Hlog( 1/2B X 1/2}‘ _\/Zlog

et det(X, —AB,)=0
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. Algorithme de gradient non convergent ©
" Algorithme meédian par descente de gradient

8N Iog(X;1IZBkX;1/2)

k=1H|09(X;1/ZBkX;1/2MF X’12/2

EETY.
Xn+l _Xn €

M
avec HIog(X;”ZBkX;“z]‘F: > log*(4,)
i=1

et det(X, —AB,)=0

" Non différentiabilité aux points de données : probleme de
convergence

" En théorie : régularisation au voisinage des points de données et

extraction diagonale (algorithme général adapté de Huiling Le, mais
long d’exécution)

" En pratique :

" Assez souvent, les points donnés « entourent » la médiane :
convergence

" Prendre un pas voisin de la précision voulue (50 itérations
suffisent ici )
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, Mediane : autre algorithme de gradient régularise ©

35

" Autre Algorithme Reégularisé propose

" Critére de minimisation régularisé

d’(X,5,)
X ,B)

—afgman a(

" Résolution itérative de problemes d’ optlmlsatlon convexes

regularisés, dont la suite des solutions converge vers la médiane.
" Etapem:

" Critere d’'arrét :

-

Xm+1 0 X X N convergence
< 5, log X2 8,12 )

&
1/2 -1/2
X Xllz k=1 Hlog B X X‘F X1/2
T m+Ln+l T m+1, n m+1,n
At . 1/2 —1/2
arret " ‘ Iog(Xm+11nconverge +1Xm’nconverge Xm—|—1 nconverge +11
alors X, =X,
-1/2 1/2

Iog( % R O ]‘F <6

S

<¢

THALES



: Tests sur données simulées @

Spectre initial

Spectre moyen Spectre median

20
30
40
a0
B0
70
80

50

100
20 40 BO 8O 100 120 140 160 180 20 40 ®BO 80 100 120 140 160 180
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| Géométrie de Kahler ©

r® | a geometrie d’Erich Kahler étend la géometrie
Riemannienne au domaine complexe :
" La forme riemannienne définie positive définissant la métrique de

Kahler est donnée par :
P ZZ gqdz’ dz’

-1
® Condition de Kahler condition : |l equte localement une fonction
potentielle de Kahler, @ (et les équivalentes Pluri-harmoniques) telle

que : ,
0D
gi_' = i 7
7 0z'0z’
" Le tenseur de est alors donné par :
o* logdetg, )
’ 0z,CE,
" Et la courbure scalaire :

R= Zn:ng'Rki

k,[=1
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, Modéle Autorégressif Complexe @

"Modele du signal :

" Modeéele multivarié complexe circulaire :

p(Z,IR)=(x)"IR,

avec R =(Z -m WZ —m ) et E[ﬁn]z R
" Modéle Radar :

-1 e—Tr[Ién.Rn‘l]

m_ =0 processus de moyenne nulle
R = E[ZnZ,f[] Toeplitz Hermitienne Definie Positive
L = [zl---zn]T avec z, =x, +1y, = pkei¢k

" Modéele autorégressif complexe :
N
z, ==Y a;V)z,_, +b, avec E[bnb;_k]: 5, .0 et 4, = [al(N)...a](vN)
k=1

" Lien avec l'algorithme de Issai Schur’s algorithm (1875-1941)

" JAlpay] D. Alpay, « Algorithme de Schur, espaces a noyau reproduisant et theorie
des systemes », Panoramas et synthese, n°6, Sociéte Mathématie.uia_il?_frla_trﬁes
1998



: Estimation des parametres autoregressifs régularisés @

" Nous utilisons I'algorithme de Burg régularisé (brevet THALES : F. Barbaresco,
« Procédé et dispositif de détermination du spectre de fréquence d’un signal »,

brevet n° 95 06983, Juin 1995)
.Initialisation :

fo(k)=by(k)=z(k) , k=1..,N (N:nb.ech.)

1 2
=—. k
v
a(()o) =1

Atération (n): Pour n=1a M

*Zf_l(k)b“(k 1)+2Z AP aD gt
=~ P e avec S = 7,.(27)%(k — n)’

N2
*Z fraG) +[p, 1 (k=) +2Z  Ja |
N j—ns
ra(()”):l
al” =a" P+ .a"P k=0l
a," = p,

J fn (k)= f,.1(k) + b, (k-1)
| b,(k)=b, ., (k-1)+ 1,y 1 (k)

39




! modele autoregressif et matrice de covariance ©

" La matrice de covariance et son inverse peuvent étre
paramétree a partir des parametres du modele autorégressif :
" Structure Blocs de la matrice de covariance :

R :{ &, 4 a, .4, } R — |:anll +A R A, -4 R
: a, 4,4 Ril +a, A, A ’ —R .4, R, 4

2 A A9 ° O. ' \
avec an_l:[l— m ]an‘ll et A =| "l+pl oV =0 -7 0O
0 L 1 0 0
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. Récursivité sur I'ordre de la métrique de Siegel ©

" Sion utilise la structure blocks des matrices, on peut
calculer la métrique de Siegel a I'ordre n par rapport a

'ordre n-1

" Equation récursive sur la métrique de Siegel faisait apparaitre la
matrice de Fisher sur les paramétres autorégressifs:

2
j +a _,.dA R _,.dA

" On peut remarquer que le second terme s’écrit :

2 +
log o 1 0 log o
44, +a _,dA R _dA _ =d 9% | gl 3%
an—l An—l O an—an—l An—l

" Ceci s’interprete en terme de géomeétrie de l'information

2, = 114, ]=a,,R,, 7= {log anl}{log an1:|+ _H.F- 0 }

logar, , 1 A, Extension du cas A A 0 o, R

41 Air Systems Division GaUSSIen Scalalre T H A L E S
(Géeometrie de I'information)

ds’ =T r[(Rn dR* )2 ] =ds’  + (da’”
o

n-1




Métrique de Kahler d’'un modele autorégressif complexe @

r® Dans le cadre de la geometrie Affine de l'information, la
metrique est donnée par le Hessien de I'entropie qui joue
ici le r6le du potentiel de Kahler :

" L’entropie d’'un modele multivarié gaussien de moyenne nulle :

p(Z IR )= (x)" R [*e ] === @(R)=—log(det R)-nlog(ze)

avec R :(Zn —m,,,)-(Zn —mn)+

n

0°®
et E|R,|=R, S = OH OH

" On peut choisir comme modéle de paramétrisation les coefficients de

et H=-R

réflexion _ e
QD(Rn):Z(n—k).ln[l—‘yk‘zhn.|n[7z.e.PO]
k=1
-1 _h_ 2 -1 n-1 n—1 _
an _b' H, Jan—l dEt(Rn):Halzl _ ao—n I::I-_‘/«lk‘z:r k

1 n
2 ) Avec aolzPOZZZ‘Zk‘Z THALES
k=1



. Papier initial d’'Erich Kahler, 1932, Hambourg @

« Kahler Erich, Mathematical Works », Edited by R. Berndt and O. Riemenschneider,
Berlin, Walter de Gruyter, ix, 2003 Uber eine bemerkenswerte Hormitesche Metrik.
Von ERICH EAHLER in Hamburg.

1.
Bei der Untersuchung der Invarianten einer reell 2n-dimensionalen
Hemwreschen Metrik?)
(1) ds* = 2 gk dx Az

arr _
ds® =.Z dedm

Auf die Verwendung der vorliegenden formalen Entwicklungen fiir

i e E R TR T dﬂ;f _;Thhanrh der automorphen Funktionen und auf die Analogie der
ir 8 abelschen® Tr ti N
Analog ist fir die Jhyperabelsehen® Transformationen D) = 0, D) = &V

1] =190 ' N .
T rimt o S mit den klassischen Differentialgleichungen
die die Einheitskreise Al = 0, AU =t
l—zx =10 Gi=12,---,n)
festlassen, die ans dem Potential X auf die bereits G. Giraup?) und A. BLocu®) hingewiesen haben, gedenke
" . ich in einer spiteren Arbeit einzugehen.
i ig; b hog (1 — &) (#: Eenatanten) __._'] 3. Grraun, Sur une égquation aux dérivées partielles, non linéaire ete. Uomptes

. o . , . Rendus 166, T (1918), p. 838
ableitbare Metrik invariant, und es ist klar, daB auch alle Zwischenfalle, 7 A. Brocm, Sur ung vouvelle et importante ginéralisstion de l'équation de

etwa die aus hyperfuchsschen Transformationen in r und & (r4-s=mn) laplace. L'Enssignement Mathém. 26 (1927), p. 62
Variablen komponierten Gruppen, zu Metriken von jemem Typus fiibren,

Hamburg, den 22, Oktober 1932,

L’entropie U=-logdet[R] , pour les modéles autorégressifs complexes, peut étre
considéré comme un potentiel de Kahler qui est paramétrisé a partir des

coefficients de réflexion. Cette expression est alors la méme que celle proposée
par E. Kahler
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| Métrique de Kahler : cas hyper-Abelian @©

" On retrouve la métrique proposée par E. Kahler dans son
papier initial : :
" Kahler a nommeé ce cas « hyper-Abelian »

b = niak.lnh—\zk\z]z INK,(z,2)
k=1

avec

n-1

Noyau de Bregman : K ,(z,z) = (1—\zk\2)ak
k=1

et {Z/‘Zk‘ <1 Vk =1,...n}

" Autre métrique proposée par Kahler, appelé cas « hyper-fuchien » :
L 2 : < 2
® =a.In 1—2‘2,(‘ with Z/Z‘Zk‘ <1
k=1 k=1
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Métrique de Kahler d’'un modele autorégressif complexe @

™ On définit une métrique « Doppler » metric dans le cas de

modeles autorégressifs complexes comme le Hessien d’'un

potentiel de Kahler, ou le potentiel est donné comme dans

le cas de la géométrie affine de l'information par I'Entropie:
" Le potentiel de Kahler paramétré par [Po J7EEE ;Un_l]T ;

5(Rn) = }i(n —k).ln[l—‘,uk‘zh n. In[ﬂ.e.ao_l]

" La meétrique associee est alors calculée :

TSR (R RN

811~ naoz = nPo_2 S~ (

45
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Cqurbure scalaire du modéle autorégressif complexe @©

" On utilise I'expression du tenseur de Ricci dans le cas de
la geometrie de Kahler :
" En géométrie de Kahler, le tenseur de Ricci est donné par :

o 0° Iog(det gkl—)

ij —
02,02 ;
" Pour le cas du modele autorégressif complexe, on obtient alors :
[ 1
Ry = _2?
0
: o
R;=—2——g for k=2,.,n-1
bl

" On en déduit le calcul de la courbure scalaire qui est négative :

- n-1
RszJ:gkl.Rkl— R=—2.{Z L . }—)—oo
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Modéle autorégressif # métrique de Kahler-Einstein @©

r® | a metrique précédente n’est pas une metrique de type
Kahler-Einstein, mais une structure « matricielle » proche

" Une meétrique est dite de Kahler-Einstein metric si son tenseur de ricci
est proportionnel a la métrique :

0*log(detg, ) L 0°®
0z,0Z ; Y oz'oz’

" Dans le cas de la métrique de Kahler-Einstein, le potentiel de Kahler
est solution de I'équation de Monge-Ampeére :

2 i o @ : Potentiel de Kahler
det(g,;) =|w| €™ avec _
y : fonction holomorphe

R; =k,.g,; avec k,:constant—= —

" Pour un modéle autorégressif complexe, on a :

1} Joveo k-nlp0]- 2| S L]

o (n—J)

etol B™ = 2dzag{ (n— )_1,..}
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Algorithme médian sur les coefficients de réflexions 1/2 @

48

est un n uplet des coefficients de réflexion #" =" 1,
les ordres précédés du coefficient de puissance B .

=On se donne (6,..6,) , ot 6, =(BY, 4 1)) = (B®, ) € R, x D"

(k)_( (k) (k)) 3 tous

"On calcule d’abord B = exp(mediane(log(P"),log(F?),...,log(A™))) |

dans R (méthode classique de calcul du médian pour une valeur
scalaire).

®"(On estime ensuite la médiane des coefficients de réflexions

complexes algorithmiquement : on ramene ces coefficients du disque

unité dans le demi-plan de Poincaré C*:D—> H avec:

1+ u'Y
ﬂj(k) N Zﬁk) — {1 f(k)
+ 4

On note z* =Cc*(u")

"lLes géodésiques sont alors des demi-cercles centrés sur I'axe des

abscisses 3
v

H/ X \\e-[r |

¥
FII Ill

N 4 THALES

v =00) l +00)



Algorithme médian sur les CR ®©

Z(P+1)

"On initialise I'algorithme a un point quelconque Z dans H :
7© _ [Z(O) 7@
"A I'étape p, on se déplace selon le gradient:
N Z(P) (k) (k) 2 _ (p) 2
t) :Zixsigne(Z,(p) —zl(k))‘ ’ ‘ ‘ ‘le ‘

l
(k) _

n ZP —c®\ 11 p BVEC 7= z
‘ k=1 | o / 1 ‘ P 2Re(z( ) Zz(p))
ou Z est I'estimeé courant et ¢, deS|gne le centre de la geodeS|que

rejoignant Z a z,. m() () ()
Com = Re(Z(p))"' i (p)) Im(Z") #" =arg(Z,” _CZI(”))
Re(z;))
( ) 1 ( ) Z(p) _Cz(P)
(» T —C 2 exp| il ¢ — Signe(Re(le ) :
“ 2Mk “ Z" —¢ 2 +1/p

" ’entier p, initialisé a 1, décroit si I'écart entre deux itérés est
moindre que 1/p.

" Apres convergence, on retourne a :
e = exp(mediandlog(Pm) log(B®).....1og(A™)))

Z (conv)

®©=(P,C(Z)) avec |
median (conv)
'u C(Z ) Z(conv) +i IIE S




. Flot de gradient dans le disque unite de Poincaré @
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: Résultats sur le premier coefficient de réflexion @

Superposition pour toutes
les cases distances des
moyennes et medianes

locale, avec les points de

données
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| Equation de la chaleur de Joseph Fourier @®©

" « Les équations différentielles de la propagation de la
chaleur expriment les conditions les plus générales, et
ramenent les questions physiques a des problemes
d’analyse pure, ce qui est proprement 'objet de la théorie ...
Les formes des corps sont variées a l'infini, la distribution de
la chaleur qui les pénétre peut étre arbitraire et confuse;
mais toutes les inégalités s’effacent rapidement et
disparaissent a mesure que le temps s’écoule. La marche du
phénomene devenue plus réguliere et plus simple, demeure
enfin assujettie a une loi déterminée qui est la méme pour
tous les cas, et qui ne porte plus aucune empreinte sensible
de la disposition initiale ... .Les théories nouvelles,
expliquées dans notre ouvrage sont réeunies pour toujours
aux sciences mathématiques et reposent comme elles sur
des fondements invariables; elles conserveront tous les
éléments qu’elles possédent aujourd’hui, et elles acquerront,
continuellement plus d’étendue. »

Joseph Fourier (1768-1830), « Discours préliminaire a la théorie
52 ) A Systems Division analytique de la chaleur » THALES




| Equation de diffusion & géodésique @©

" Equation de diffusion sur un graphe 1D de données scalaires

" Dans un espace vectoriel normé dans le cas unidimensionnel,
I'équation de diffusion s’écrit via le Laplacien discret:

ou azu 8u_ 1 (unJrl_un_u”_u”lj_ 2 (T:l\ —U)
ot  Ox° ot Vx vxt

VXx Vx
avec la moyenne arithmétique : ﬁn = (un+1 + un_l)/ 2
= | ’équation de Fourier discrétisée peut également s’écrire :

2Vt 1A ,\
Vx2 [un,t —un,t]: (1—,0)7/!}” +pou,, aVveC p =

" Par analogie sur la base du flot de Karcher, il est possible
d’'écrire une équation de diffusjon sur un graphe 1D de matrices,

via la moyenne géométrique A, , des voisins (4, ,,, A ... ):

2Vt
Vx*

u — un’t +

nt+1

2Vt RIT
—Iog(X Y2y x 1’2) ~
2 yy? b 1/2 1/2( -1/2 —1/2)P 1/2
Xn,t+1 o Xn,t € Xn,t o Xn,t Xn,t Xn,tXn,t Xn,t
2Vt A 12
. 2 (12 1/2 1/2
avec /O - 2 et Xn,t _Xn+1,t (Xn+1,tXn—1,tXn+1,t) Xn+1,t L
53 VX -5



Equation de diffusion sur un graphe 1D scalaire @

" Equation de diffusion sur un graphe 1D de données scalaires

nt+1 (1 p)u +pu

t et Z:l\ — n+1t+u

Vx* e 2

avec p =

N

un,t — Z/ln—l,t .1/2 un+1,t

o
un—l,t ©
n+l,t

ue v=~_1-p)u+pv

p 0] THALES



Equation de diffusion sur un graphe 1D de matrices @

" Equation de diffusion sur graphe 1D de matrices SPD

2Vt q/2 A _
—Iog(X ey X 1’2) ~ P
_ vl2 _yy? (A 12 v1/2 -1/2 -1/2 1/2
Xn,t+1 _Xn,te ) Xn,t _Xn,t (Xn,t Xn,tXn,t ) Xn,t
2Vt - 1/2 1/2 112 \Y2 12
avec IO: VXZ Et Xn,t :Xn+1,t (Xn+1,tXn—1,tXn+1,t) Xn+1,t
distance Xt =XK1y 02 X
t Xn—l,t Xn,t Xn+1,t
s
______ - Yy
t+1 ,______t_’Xn,Hl ________
v
temps S
Xn,t+1 — Xn,l .p X Xn—l,t X ©
n+l,t
A. B:Al/Z(A—]./ZBA—l/Z)pAl/Z
S50 ’
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Equation de diffusion : contrainte de discrétisation @©

" Une premiere remarque concernant une contrainte qui apparait :

2vers 2V1
U, =u,, 2 [M —U, t] (1 ,0) u, + . I/lnt aveC p =
Vx Vx
[un,t’it\n,t] Sl u < n,t 2 Vx
U1 € [~ A <:>,0<1 soit — < v enposant v=—
| [un,t’un,t] S| I/l < Vx Vit
o 1 A
Si on vérifie Shannon Vix =7, = —— aVeC [y < == & fox <2/ <V

E
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Equation de diffusion : Du discret au continu @©

57

" L’équation de diffusion discrete sur un graphe 1D de matrices

symétriques ou hermitiennes définies positives est donnée par :
2Vt

—Iog(X‘“Z)A( X—1/2) "
VU2 yy? mi Cmpnd 1/2 _ 1/2( -1/2 —1/2)P 1/2
Xn,t+1 o Xn,t € Xn,t _ Xn,t Xn,t Xn,tXn,t Xn,t
2Vt ~ 1/2
_ 12 (12 1/2 1/2
avec L= et Xn,t o Xn+1,t (Xn+1,tXn—l,tXn+l,t) Xn+1,t

\%'e
" Pour remonter a 'équation continue de diffusion, il faut utiliser
I’équation de Campbell-Hausdorff :

logle*e’ )= X +7+ % X, Y]+ % Lx,[x, Y]+ % [v,[7, X]]

+termesdedegré>4
avec |X,Y]|=XY-YXx

THALES



| Equation de diffusion anisotrope @©

" Regardons maintenant le cas anisotrope classique :

" Dans le cas général diffusion sur une variété, I'équation de diffusion
de Laplace-Beltrami s’écrit :

: N
ds’ =Y g, dxdx, avec g= e ; ]le
k=1 .

" Equation de diffusion :

a Ou LT
et aveC =g |
Tet( Do o [ et(g) g’ axj) gt =lg"]
ou 0°
" Dans le cas 1D isotrope : ds’ =dx* = 81; = I;t
= Dans le cas 1D anisotrope :ds® = dx’ + du? _(:H(@uj }a’x2
soit : Ox

172 172
ou ou ou 8 ou ou
—> —=|1 1 —
(P{@xj ] ot [ +(8xj ] 8x { +(8xj ] ox
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| Diffusion anisotrope (©

! I
H
{

Diffusion / ;\

1 1
anlsotrope

"--

At w"E Diffusion
patsipineby: isotrope

1 " Y ) . . .
50 100 150 200 250 g L 2

\V

3333
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. diffusion anisotrope sur un graphe de matrices ©

" Dans le cas 1D anisotrope, par analogie sur un graphe de
matrices :

B Xllzeylog(X;,l/zXn,zX;,l/z
o n,t

N

avec X, =X

n

) 112 vi12(v-1/2 v “1/2 ' 12
Xn,t _Xn,t (Xn,t Xn,tXn,t ) Xn,t

2 plog(x;Y2x, , x;42) iz _ i
n+1,te n+lt — n+lt

X

n,t+1

(X—1/2X 1 X—llz)ﬁXuz
n—L1,¢t

n+l,¢t n+l,¢t

(d(xnﬂ,ﬂxnl,t)jz

a,, ~ Vt.an,t(a;,t + a;t)
)’ /= Vx*

o . =1+

n,t

B =

+ =
(an,t + an,t Vx

-1/2

2 2
0[+ _ 1+(d(Xn+1,t’Xn,t)j ot an_’t: 1+(d(Xn’t’an’t)j

-1/2

"t Vx Vx

" Pour la distance , on prend :

(0,0, = gl x,,47), = [ 3og'(2)

i=1

@) gt det(X, = AX,)=0 THALES



| Diffusion Isotrope Simulation @

160
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120 I

100 100
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100
200
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| Diffusion anisotrope Simulation @

T
. r; Ik, A l,l

i
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Les differentes diffusion a 50 itérations @
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Diffusion

|sotrope

Diffusion

Anisotrope

Diffusion classique

i |
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. Les différentes diffusions @

A A
Diffusion Isotrope Diffusion Anisotrope
A A
Medianage Isotrope Medianage Anisotrope
A A
Moyennage Isotrope Moyennage Anisotrope
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| Les 2 sources géométriques ©

B Géométrie de l'information & Géométrie des cbnes
symetriques

" Ces 2 géomeétries ont de multiples liens avec les travaux de Carl Ludwig
Siegel (1896-1981) en Géométrie symplectique :

e
- G

Théorie des groupes Equivalence Théorie des algébres
de Lie semi-simples des 2 approches : de Jordan
Elie Cartan 1930 r Construction T M. koecher 1960
| de kantor-Koecher-Tits |
(c.f. I. Satake 1980)
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| Contributions des mathématiciens italiens ©
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| Contribution des mathématiciens anglais @©
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Henri Cartan André Weil René de Possel Charles Ehresmann Laurent Schwartz
)
Jean Dieudonné Claude Chevalley Pierre Samuel Jean-Pierre Serre Adrien Douady
Metric Measure Séminaire BOURBAKI Mars 2008
Space 60eéme année, 2007-2008, n® 990

GEOMETRIE DES ESPACES METRIQUES MESURES :
LES TRAVAUX DE LOTT, VILLANI, STURM

par Michel LEDOUX

L’étude géométrique des espaces métriques mesurés s’est récemment dotée dune
définition synthétique de borne inférieure de courbure de Ricci issue de la théorie du
transport optimal de mesures grace aux travaux paralleles et complémentaires de J. Lott

71) A systems Diviion et C. Villani [L-V1-2] et K.-T. Sturm [Stu2-3]. —ES
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Essays in Group Theory, Math. Sci. Scientifiques
Res. Inst. Publ. 8, New york, pp.75- Bures sur Yvettes
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QUESTIONS @

Carl Ludwig Siegel
avee Georges Polya

" Constater que les théories les plus parfaites

sont les guides les plus srs pour résoudre les

problémes concrets~; avoir assez confiance en

sa science pour prendre des responsabilités

techniques. Puissent beaucoup de

mathématiciens connaitre un jour ces joies tres
73 ) ~ Saines,. quelques humbles qu'ils les jugent !"

®Jean LERAY
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Détails des calculs
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plus naturelle aux espaces de
matrices de covariance
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Métrigue et géomeétrie pour les matrices de covariance @

" La géomeétrie de I'information pour les lois multivariées
gaussiennes de moyenne nulle et la géométrie différentielle
intrinséque des matrices hermitiennes définies positives (cas
particulier de la géomeétrie des espaces de Siegel) conduit a la
méme metrique :

" Géométrie de l'information :

~ 1 B 2 ]
p(Z,/R,)=(7)"R, _1-8_TF[R"'RH | avec  g;(0)=—E aal p(Zn*/ 6.)
5 70..00 .
avec Rn :(Zn_mn)'(zn_mn)+ - ! -
et E[R, |= R, m,=0 == ds’= Tr((R,;l(an ))2)

" Géométrie du demi-plan supérieur de C.L. Siegel :
SH, ={Z =X +iY € Sym(n,C)/Im(Z)=Y >0}
ds?, ., = Tr(Y {dZ)v H(dZ)) avec Z =X +iY

X =0
. {Y:i.R —> ds? :Tr((R,f(an))z) THALES



Bpnne meétrique au sens de la géométrie de I'information @

fy s _ 2
" La métrique est définie: ds? = TrIR (4R
n n
" Avantage vu de la Géométrie de l'information :
" meétrique invariante par changement non singulier de paramétrage

2
w=W(60) = ds*(w) =ds’(6)
" Métrique tenant compte de la statistique des paramétres

R, = E[(&’ - §X9 - é)ﬂ > J|6]™ : borne de Cramer - Rao

et ds’=do".1(0).d0=d6" R, 'dO
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, Bonne metrique au sens de la géometrie des matrices @

sy P 2
" La métrique est définie: ds? = T;»((Rn‘l(an )) )
" Avantage vu de la Géométrie de Siegel :
" Les isométries de I'espace de Siegel SHn sont données par le

groupe quotient P§ R)=S RY{+T
avelé Spl(ln:F) |e]9)rgﬁpe S)ymplelc?:tglue:) { 2”}

A B) .

M = = M(Z)=(A4Z + B)CZ + D)
C D,

A B)

C D,

A"Cet B"D symétrique
A'D-C'B=1,

eSp(n,F)@{

0 I
Sp(n, F) = {M e GL(2n,F)IM"JM = J}, J = ( / Sj e SL(2n,R)
" La seule métrique invariante par M(Z) est la ?nétrique de Siegel :

ds2,., = Tr(v(dz)y*(dz)) avec Z =X +i¥

78 {;(:Zan => ds’ = Tr((R,;l(an ))2) THALES



De la metrique a la distance @

79

" La métrique est définie: g% = TV((R_l(dR))z)

" Distance associée :
" Par intégration, on obtient :

d*(Ry, R,)=[log(R;*.R,.R 2] = S log?(4, )
k=1

Avec de'[(R2 — /1R1) =0
" Dans le cas général, pour I'espace de Siegel

Z=X+iYeSH, 6 avec X #0

(2, F(ZIOQZGJ—F\/@B avec Z,,Z,<SH,
= k

Avec det(R(Z,,Z,)—A.1)=0
R(Zl’ Zz): (Zl -7, )(Zl _Zz )_1(21 _Zz )(Zl ~Z, )_1

THALES



De la métrique a la distance (suite) @

" Dans le cas de I'espace de Siegel :

= || suffit de remarquer que

" |a différentielle 2nd de Z —> R(Zl,Z) en Z, = Z est donnée par
I'expression :

R(ZPZ)Z (Zl _Z)(Zl _Z)_l(zl _ZXZ _Z)_l
—> D’R=2dZ(Z2-Z) dZ(Z - 2)* = (1 2)dzy *dZY

—> ds? = Tr(Yy *dzy*dZ ) = 2.1+(D?R)

THALES



n Espaces de H. Poincaré et de C.L. Siegel @

-

)

)

Demi-Plan supérieur de Poincare

Cdxt+dyt ‘dz‘z
o 2 o 2

y y

avec z=x+1y
Demi-Plan supérieur de Siegel

ds? = Tr(Y *dzy*dZ")
avec Z = X +iY

N

ds

= yldzydz

81

Disque de Poincaré

2
2 ‘dz‘

ds

D

ds® = (1— 7z )_1 dz(l— 7z )_1 dz
Disque de Siegel

ds* =T~ 22} az(1- 22"V az")

THALES



Utilisation dans I'art de la geométrie hyperbolique (Escher) @

P 2
s
A A
1 - * L
= 'I
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. La geometrie du demi-plan de Siegel @

Demi-Plan de Siegel
SH, ={Z=X +iY eSym(n,C)/Im(Z)=Y >0}
det(R,Y?.R,.R; V2 — A1 )=0
dZ(Rl,Rz):glogz(ﬂk) Y>0

#ie.2)- o0 s (27

Z,=iR, si W,=N(O,R,)

ds® =T race[(R‘ldR)z]

ds* =Tr(y™(az)v(dZ))

det(R(Z,,Z,)-A.1)=0
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Géométrie de Chentsov & métrique de Siegel @©

" Fondements combinatoire de la divergence de Kullback

" La divergence de Kullback peut apparaitre naturellement sur des
bases combinatoires en utilisant la formule de Stirling :

Soit la loi multinomiale de N éléments répartis sur M niveaux {nl}
M n

PM(I’Il,nz,...,nM /ql,...,qM): N!H q;
M -_

avec {; lesapriori , Zn,-ZN et P,-Zﬁ

1=

En utilisant la formule de Stirling : nl~n".e™".A/2.7.n quand N — +oo

NLi'Zfoﬁlog[P] Zpl |Og{p’} K(p.,q)

" Fondements variationnels de la divergence de Kullback

" Donsker et Varadhan ont proposé une définition variationnelle de la
divergence de Kullback :

K(p,q)= S?;tp[Ep (#)-log E, (¢")]

l

THALES
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| Géométrie de Chentsov & métrique de Siegel @©

" Géometrie de I'information et Divergence de Kullback (Rao, 1945)

" La métrique Riemannienne de l'information peut étre obtenue en faisant un
développement de Taylor a I'ordre 2 de la divergence de Kullback :

K[p(x16), p(x/0+d06)]= %Zgg (0).d6,.d0, +0qd9\3)

g,(0)=-[ plx/ O)——"F .3

" Geometrie de l'information et matrice de Fisher
" La métrique Riemannienne de I'information s’identifie a la matrice

d’'information de Fisher 1(0) ;
{ﬁlog p(x16) Jlog p(x/é?):|

2 2
7 |ng(x/6?).dx:_E 0 |ng(x/9)}

— [gij ((9)1] et g (0)=E . ' A .

ds’ =do".1(0)d0 =Varld log p(x/ «9)1] = E|(d log P(;/ 0)F |

" |a matrice de Fisher intervient dans la borne de Cramer-Rao :

~ E[(H—éX@—é)T}ZI(Q)_l w=W(0) = ds*(w) = dSALES




. Exemple du cas scalaire : distribution gaussienne @©

= Distribution exponentielle : cas loi Gaussienne
" La matrice de l'information de Fisher est donnée par :

1 0 m
[1(0)=0"" avec E[&’HT]Z 1(0)" et 9=
0 2 o
= Cette matrice définit la métrique dans I'espace des paramétres :

B dm’* do? B a’_m

2
ds*=d0".1(0)d0=—++2.—=2.0" ( ﬁj +(do)

O O

m zZ—1
z=—F7—=4+1.0 = : (Ja)‘<1)
J2 Z4i
) i .
, ‘da)‘ Ladg_eto_rgettrle des
— ds° = 8. IS r.| utions
(1_‘ ‘2)2 Gaussiennes est
celle du disque de
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. Exemple du cas scalaire : distribution gaussienne @©

= Distribution exponentielle : cas loi Gaussienne

" La métrique est donnée comme suit avec p = ‘a)‘ , et en intégrant sur
une radiale :

2
ds’ =8.( d’”zj —2.4In=t"
1-r 1-r

" On utilise ensuite la transformation suivante pour exprimer la métrique
entre 2 points du disque unité :

—L e et 0=4¢ (7)

0,
v=¢(0)=—"F
" La distance est finalement donnée par :

Tw-1
e L ekl =

1-6(w,7) 1- o7

m . z—1
z=—=+4+1.0 et w=

\/E z+1
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. Métrique de Rao ©

On considere le signal suivre une loi multivariée gaussienne circulaire :

p(X,IR,)=(7)".

avec R =(X, —m, ).(Xn —m, ) et E[Rn]: R
La métrique de Fisher est donnée par :

aInp(X,16,) = —Tr|oR,.6,R |+ 6m! R} 0,m,
06,00,

On considére le processus de moyenne nulle :

R.R'=1,= R, =—R.RR, tnen g,0)=Tr(R,R)R,2 R

= ds*(0)=Tr| R, .(Z o”l.Rnl.dHij.Rn .[Z ajRnl.dejJ
: l' J ]

On en déduit la métrique de Rao :

_comme dR' =3 OR'd0 = |4 = 7R, R} |= Tv(R R, |

1e—Tr[R R, ]

gl](@) :_E|:




| Géométrie différentielle duale de I'information @

" Gaussiennes multivariées de moyenne nulle

" Ces distributions sont uniquement paramétrées par la matrice de
covariance et la métrique est celle de Carl Ludwig Siegel

ds® = Tr((R‘ldR)z)z Tr((d log R)2)= HR‘”ZdRR‘l’ZHZ Métrique de
Carl Ludwig Siegel

avec 4| =(4,4) et (4,B)=Tr(4B")

comme RR=7=dRR=—-R'dR Invariance par rapport
Al ds2 = g al'inversion
AORAW S

® Gaussiennes multivarieées de moyenne non nulle

" Les isométries dans le cas de moyenne non nulle sont les
homéomorphismes suivants :

(m,R)— (m', R))=(4"m +a, A" RA4) isométrie
ds* — ds?=ds* avec (a, 4)e R"XGL(n, R)

90 ) Ar Systems Division dsz — meR_ldm + Tr((R_ldR)z) THALES




| Géométrie de Chentsov & métrique de Siegel @©

" De la métrique de Siegel a la distance de Siegel

" la distance de Siegel déduite de sa métrique est gbtenue a partir des
valeurs propres etendues dans le cas \m; = m;} :

Js? = HR‘l’ZdRR‘l’ZHZ

Métrique de Siegel

log(A) = Z( gy, A=)

- Theoreme de James

D*(R,

R,)=log(R¥2.R,.R? )| = S log?(2, )
k=1

avec det(R;¥2.R,.R;"? — A.I)=det(R, — AR,)=0

IS =(,5) avec (4,B)=Tr|4B"]

" Lorsque 2, =2,, alors —Zlog ) suit une loi du Khi-2 &
n.(n+1)/2 degres de liberté. 2

" (Geéneéralisation de Swain (fonction de contraste)
" Expression de la distance a partir d’'une fonction de contraste C3 sur

[0 ool
[o5--1 -

Dz(Rl,Rz)ziv(/lk)

91

v()=v'(1)=0, v'(1)=1/2
et v(1)>0s1 A>0,4-1
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| Plan hyperbolique de Poincaré @©

= Opérations du groupe SL,R sur le plan hyperbolique

" Les travaux de Carl Ludwig Siegel exposé dans son ouvrage
« Symplectic Geometry » sont une generalisation de SL,R sur le demi-
plan hyperbolique de Poincaré

" La transformation de Mobius est une action transitive qui transforme le
demi-plan complexe en lui-méme (espace homogeéne) :

b
M:(a djeSLzR , M(z)=“Z+b et ze H={zeC:lm(z) >0}
C

cz+d

" M et —M ont la méme action et ont considéere I'action du groupe
quotient :  PSL,R=SL,R/(%1,)

" Cet espace a egalement un autre modéle donné par le dlsq e unité via

la transformation de Cayley :
y

D={Z€CZ‘Z‘<1}

H—>D D—->H
. it Ald
dx? + dy? ‘dZ‘Z 2 2 °t szlJrZ s° ‘Z‘
Q'd&ZSytmD x 2 y 2 Z+l 1— TH/\(L%E)Z

Y y



| Plan hyperbolique de Poincaré @©

= Opérations du groupe SL,R sur le plan hyperbolique

" Ces modéles peuvent étre compactifié (tel que chaque transformation
ait un point fixe) :

Cl(H)={z e C:im(z) >0}U{} et CI(D)={zeC:|7 <1}

" Toute matrice de SL,R, non egale a +/-1, est conjuguée dans GL,R a
'une des 3 suivantes (transformations

hyperbolique/elliptique/parabolique) :
Point(s) fixe(s)
2 0 ,
oc(M)#tleR =g, = 0 zZ> Az 0,00 € OH
1 1

o(M)=+1 :>J_rg1:4_ro . zz+1 o € OH

o(M)=a+ib a b az+b .

2 42 = Zasib = Zk= e
a“+b°=1,b#0 -b a —bz+a
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, Géométrie Symplectique et Espace de Siegel ®©

= Définition du groupe Symplectique :
" Le groupe Symplectique est défini comme suit :

Sym(n, F) < M (n, F) : espace des matrices nxn symétriques (F =R, C)

0 I
Sp(n,F)E{MeGL(Zn,F)/MTJM:J},J:( / SJESL(Zn,R)

, . A B pr  _pgT
de facon equivalente: M = (C D] eSp(n,F) oM™ :( j

. CT AT
< A'Cet B' Dsymétriqueset A'D-C'B=1,

= Siegel a introduit 'espace SH_ « n*me demi-plan supérieur de Siegel ».
SH, est le demi-plan supérieur hyperbolic H.

SH ={Z=X+iY e Sym(n,C)/Im(Z) =Y >0}

" |’espace de Siegel est I'espace homogéne correspondant au groupe
symplectique Sp(n R) quotient par le sous-groupe compact
maximal K = Sp(n,R)m SO(Zn,R) . Le groupe Sp(n,R)/Kn
est une sous variété de X, =GL(2n,C)IU,,

% THALES



, Géométrie Symplectique et Espace de Siegel ®©

" Espace homogene
= Le groupe PSp(n, R) = Sp(n, R)/{x1,, } estle groupe des

biholomorphismes de S}/  via les transformations de Mobius
’ 14 . 14 n
generalisees :

B
M = (C Dj = M(Z)=(AZ +B)CZ +D)"
® On montre que M(Z) appartient a SH,, : M(Z) S SHn
Y4 E AZ + B
M — j—
M"IM =J
ZeSH, (Z'=Z,Im(Z) >0)

(F invertible = M(Z) = EF*
EF™ symétrique
ImM(EF ™) >0

" |’action du groupe symplectique sur SH, est transitive :

I X\ y? 0 yy2  yy-12 )
Z)=| " =
A(2) (O 1]{ 0 Yl’zj [ 0o Y ]>:>¢1(iI)=X+iY

TESYY277Y2 ot Zis Z+ X THALES

J

—

N
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Géométrie Symplectique et Espace de Siegel ®©

97

" Action sur le demi-plan de siegel

= Sion utilise que Z € SH, alors Z" :Z,Im(Z):%(Z—Z)>C
Z| [E] [4Z+B ) ’
M = = et M JM =J
1 F CZ+D
TE] [E Z
J :J:>[ZT I]] =0carZ' =Z
F F /

1= =1.|F 1= Z
\_Z[E F]J{F}:—Z[Z I]J{[}>Ocarlm(2)>0

E'F=F"E (1)

4—%(EF—FE)>0 2)

4 _ _ _
si Fv=0=vF =0= v(EF - FEJy=0=>v=0=> F invertible
(1) = EF ~ symétrique et (2)= Im(EF ) >0

N

THALES



, Géométrie Symplectique et Espace de Siegel ®©

" Algebre Linéaire Symplectique
" Une matrice symplectique est de déterminant 1 : det(M) =1

= Soit M € sznR,on appelle (et la transformation associée)
hyperbolique si M n’a aucune valeur propre sur le cercle unité

complexe : O_(M):{jﬁ} et ‘ﬁi‘;t]_,‘v’izl,...,n

" Soit M une matrice Symplectique sans valeur propre de module unité,
alors M est symplectiquement similaire a une matrice de la forme :

o a7,

" Le sous-groupe Sp2nR M 02n(matrices symplectiques orthogonales)
est caractérisé par des matrices de la forme :

% b T T T Lt
y aveC 4 A+B ' B=1 et A" Bsymetrique
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Géométrie Symplectique et Espace de Siegel ®©

/'=

99

" Meétrique de Siegel

= Le groupe PSp(n, R) = Sp(n, R)/{x1,, } estle groupe des
biholomorphismes de (S]—[ via les transformations de Mobius

snéralisé : nB
géneralisees . — M(Z) :(AZ—I—B)(CZ+D)_1

C

“ PS]?(”, R) agit comme un sous-groupe d’'isométries :

ds?,., = Tr(Y H(dz)y *(dZ)) avec Z =X +iY
(4z+B)CZ+D)' = Ay (dz')y MdZ"))= Tr(Y (a2 )y *(dZ))

® |La distance associée est :

dgoei\21,Z,) {Zlog( \/ZDM

" Avec les 1, les valeurs propres du bi-rapport :

=Vl = \Y= -1
R(Zl’ Zz): (Zl _ZZ)(Zl _Zz) (Zl _Zz)(Zl _Zz)
= Soit (A,B) et (C,D) deux pairs de points dans Sp, R/ K , alorsiil

existe une transformation ympl ctique qui tra sforme Aen C et B en
D si et seulement si: o |4~ Bj (q ‘D) v; THALES




, Géométrie Symplectique et Espace de Siegel ®©

" [nvariants différentiels dans 'espace de Siegel
" On cherche des expressions d('fférentielles_L invariantes par le groupe

G=sp(nR): Z'=(AZ+B)CZ+D)
dZ'=(CZ+D)"(dZ)CZ+D)"
Im(z)=(CZ+D)" Imz)(CZ+D)"

" Etant donné Z=X+iY, les matrices les plus générales qui transforment
Z dans le point i.l, sont celles de la forme :

A B a Blyr¥: —yiry oy 2 ﬂleZ _gy Y2y
{C D} - {_IB 0[}{ 0 yl2 } = {_ BYY2 Y VX 4oyt
(e —iB)unitaire , CZ+D=(a—-if)Y"? et CZ+D=(a+iB)Y*"

" On en déduit :

dZ'=(a—iB) " Y *(dZ)Y Y (a-ip)"

ImZ' )=Y'=(a+iB) Y Im@2)Y " (a-if) =Y *Im@y ™ =1
" ainsi que l'identite :

Tyt dz'Y' " dZ')=Trdz'dZ")
22Ty (az )y M dZ )= Tr(y tdzy taZ)

} car AD-C'B=1,

n

THALES



, Géométrie Symplectique et Espace de Siegel ®©

Invariants différentiels dans I'espace de Siegel

" Nous venons de montrer que la formule différentielle (quadratique
hermitienne) suivante est invariante par le groupe G=Sp(n,R) :

ds? = Tr(v (az)y *(dZ)

" Cette expression définit un ds2 hermitien défini positif invariant par G.
" Cette métrique ds? est une métrique Kahlérienne

Q= %Tr(Y‘le AYdZ)=Tr(Y ' dYY ™ A dX)
l
Yy Hay )t =-d(y )= Q=Tr(dx rd(y )= d=0

" L’élément de volume dans I espace de Siegel invariant par G est

R X =, L Q= 25 &' +23 &, AV
. A0V X A0V
Y_lz(y'l])1]) r<J ]

" En élevant a la puissance extérieure d’ordre n(n+1)/2, le volume

invariant par G est donné par :
0x,; | A oy’
10 Air Systems Division H H ZJ A L E S
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, Géométrie Symplectique et Espace de Siegel ®©

" Meétrique de Siegel
- PSp(n, R) agit comme un sous-groupe d’isometries :

ds?, ., =Tr(v (dz)y H(dZ)) avec Z=X+iY

" Lien avec la métrique d 1:/

d,(4,B)= [i\log o, (AlB]pj

= Lai:éijection suivante relie la meétrique de Siegel a la métrique 4, :

&.:SH, — Sp(n,R)/K,
L ¢1(Z)Kn

avec ¢ :SH, — Sp(n,R)| avec — 4" = AetB" =B

]n X Yl/ 2 O Yl/ 2 XY_ll 2
& (Z ) = 2 | T -1/2
0 Il o v 0 Y

dS o0t (Z.W) =2d,($,(2),,(W)) VZ,W € SH,

— Maxﬂlog (71<A_lB]’ “09 ‘71(14_131}

p—>®©

A B
OcK, =Stab(il )etO =£ j
-B 4

ALES



, Géométrie Symplectique et Espace de Siegel ®©

" Autres modeles de I'Espace de Siegel

" La compactification naturelle deSH est donnée par SD le domaine
bornée qui est une extension du dlsque unité de Pomcare SD
biholomorphe a SH .

SD, =17 e Sym(n,C)/|Z|, <1} avec |Z|, = ZZ

" La frontiére de SDn est appelée frontiére de Shilov, c’est 'ensemble
des matrices nxn unitaires symetriques USym (n) :

" Les deux espaces sont reliés par la transformée de Cayley :

®,:SH, — SD, d,':SD, — SH,
Zw (Z—il \Z+il, )" Zwill +Z\I,-Z)"

" Les biholomorphismes de SD sont données par les transformations
de Mobius généralisées mdwtes par le sous-groupe Sp (n R)

Sp(n,R)'= Sp(n,C)nSU(n,n)

SU (n,n) = {M e SL(2n,C)I M diag(I ,—1 )M = diag(]n,—]n)}

M € Stab(0) = {M < Sp(n,R)'/ M (0) = 0}
; S M((Z)=UZU" U eU,,ZeSD,

THALES



, Géométrie Symplectique et Espace de Siegel ®©

= Autre modéle de I'espace de Siegel
= Modele projectif de SH ,

by5H, = SPH, A B\Z| |AZ+B| |(4Z+B)(CZ+D)"
ZH{Z} C D)I, | |CZ+D| I
]l’l

n
" Remarque : matrice triangulaire supérieure

" Soit G un sous-groupe de matrices triangulaires supérieures de type
bloks 2x2 dans Sp(p anrs G est généré par les translations et les
congruences :

I B
Z—=T1T(Z)=Z+B, BeSym(n,R), T = ( j

7+ 0(Z)= AZAT, Ae GL(n,R), 0 = [ (4 1j
) e omansonsn THALES



, Géométrie Symplectique et Espace de Siegel ®©

" Lien avec le cOne symetrique
" Pour nous ramener a notre cas d’'étude, prenons x=0 :
Z=iY (X=0) avec Im(Z)=Y >0

" La correspondance entre les points de I'espace de Siegel et les
matrices P symplectiques symétriques et positives :

0 I ;
J = " PJ) =-1
S oul e,
| iy Y O
PJL=—iL avec L=|  |et P= 9
n 0 Y

" Autre représentation de I'espace de Siegel :
W= -Y)I +Y)" avec WW <1

" ds? hermitien défini positif, définit une métrique Kahlérienne invariant
par G =Sp(n,R):

ds? = Tr(Y (Y)Y *(dY))

10 ) Air Systems Division T H A L E S
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Moyenne (géomeétrique
symetrisée) & Géodésique
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Moyenne Géometrique de matrices définies positives @

" Rappel sur la moyenne géomeétrique de nombres réels positifs
" Définitions de la moyenne géométrique de nombres réels positifs :
1) x =~ab moyenne géométrique

2) solution de xa*x =5

2a.b +b
3)~ab =Lima, =Limb, avec a,=a , by=>b et a,, = 00 g b= D O
n—>o0 n—>0 Cln + bn 2
- 2ab a + b . 4 /4 . . r e
mln{a,b}é b <Aab < — < max{a,b} (harmonique, géométrique et arithmétique)
a—+

4) Max(x)tel que [a xj>0
x b

XeR

5) 5(a,b) = 28(a,\Jab) = 25(b,"/ab) avec 5(x,y) =|log(x/ y)

6) e? :\/E avec a=¢e",b=¢e’

0 b
7) point fixe positif de la transformée de Mobius: X = ( . Oj
a

8) vab = Lim x(r) avec d() b—(1/a)x(t) et x(0)=x, >0

9).x>0telque F''(x)(a)=1/b avec F(x)=-logx THALES



Moyenne arithmetico-géomeétrique : C.F. Gauss (&

" Gauss (al'age de 20 ans) & Lagrange indépendemment ont prouves :

" Moyenne arithmético-géomeétrique de a et b : —C +b,
Va>b>0 , (a5,b,)=(a,b)et L " 2
bn+1 = anbn
2 2
+b —-b
a3+1 _b:+l = an - o anbn = a” : = 0
2 2

=Vn>0 b=bhy<..<b <b

n n+l

<a,,sa,<..<a,=d

n+l—

" Estreliée a I'intégrale :

(M(a,b) = Lima, = Limb,
/ n—»o0 n—oo
I(a,b)= avec - 712
M (a,b) Iab)= | at
k 5 \a?cos?t+b’sin?t

® La transformation de Landen donne :
a+b

I\a, b )=1 Aab |=1\a,b 712 -

(@,0:) ( 2 \/a_j (@ )avec J(a,b)= I\/a2c052t+b23|n2tdt

2J(a,,b,)=J(a,b)+abl(a,b) 0

de demi-axes aetb

4.J(a,b) : Périmétre de I'ellipse
8 a )

b
10 ) rssensoveen | anden transf.:u:t+Arctan(—tant



Moyenne Géometrique de matrices définies positives @

définies positives :

" Extension de la moyenne geometrique a des matrices

" Le procéde itératif présenté pour les nombres réels positifs s’étend aux

matrices symeétriques definies positives :

n—»0 n—»o0

AoB=LimA =LimB, avec A,=A4, By=B

A, =2(4"+B*)" et B, =(4,+B,)I2

" | a moyenne géométrigue est solution de I'équation de 'EDP :

X _p_xa'x
VA,Be Sym™",AoB=Lim X(t) avec< dt
X (0) e Sym™

" | a moyenne géometrigue est solution de :

X B

A X
VA,Be Sym™, Ao B plus grande matrice (Loewner) t.q. [ j >0

" La moyenne géométrique est également donnée par :

RN
o

F''(X)(A) =X "'4X =B avec F(X)=-logdet(X)

THALES




| moyenne géométrique symétrisée @©

" La moyenne qui apparait est bien une matrice symetrique ou
hermitienne définie positive :

AOB — A1/2<A—1/ZBA—1/2)L/2A1/2

" |l s’aqit bien du barycentre de Fréchet, qui minimise :
2 2
Min [log(a /242 )+ [log(5 2.x5 %
X

" On peut remarquer que quand les matrices commutent, il s’agit de la
moyenne géomeétrique classique :

Ao B = (AB)lquui n’est pas symétrique définie positive
" Une autre facon de retrouver la moyenne geometrique « symétrisée »
consiste a la trouver comme solution de I'équation de Ricatti :

M—].X — B — A—l/Z(M—l/ZA—]./ZX)A—l/Z — A—l/ZBA—l/Z
— (A—l/ZM—l/Z)(A—l/ZM—]./Z) — A—l/ZBA—l/Z

M2y g2 (A—1IZBA—1/2)1/2 N A1/2(A—1/23A—1/2)1/2 P
11 Air Systems Division T H ALE S
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| Moyenne de 2 matrices définies positives @

" Pourquoi la moyenne geomeétrique plutét que la moyenne
arithmétique :

" La Moyenne arithmétique ne tient pas en compte du fait que les
matrices sont des estimés statistiques :

~ A+ B
P +

" Pour un modéle de loi multivariée gaussienne, la variance de la
matrice R est proportionnelle a R. Pour tenir compte de cette variance
pour la moyenne arithmétique, il faut considérer l'inverse de cette
matrice qui fait intervenir le déterminant suivant qui n’a aucune raison
d’avoir un bon comportement : det[(A +B)/ 2]‘1

" En revanche pour la moyennjng2 ometrlque

Ao B= AV (42 g2 )7 V2 Ao B=(4B)"
= Elle tient compte de la variance de la ma&rBK%%mmUtent

ds’ = (( _1(dR))) = ds’ =ds
w=0(0)

11 Air Systems Division T H A L E S
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Géodésique ©

" On en déduit I'expression de la géodésique

D(4,7(t)) =|log(4 2y () 42
tel[01] - y(r)
D(A4,7(t)) = .D(4, B)
Ao B =y(112)

y(t) = 47247V BAY2) 47 avec 0<r<1
y(Q)=4 et y(1)=B
y(112)= Ao B

THALES



. Racine Carrée d’une matrices définies positives @©

" Meéthodes récursives du calcul de la racine carrée
" Jtération de Denman-Beabers :

X . O Yk+1 _i O Yk 4 O Zk_l
oz, 0 2\1z, 0 ' 0

O A . O Al/Z
avec X, = I alors %EZ.?X": Az g

" Iltération de Schultz (sans inversion de matrice) :

0 Y 1
X, = N =ZX (3I-X

" Meéthode de Bjork via la décomposition de Schur :

Q"AQ =T  Avec T triangulaire supérieure
..\ Par récurrence, on calcule : U?=T= 4Y? = QUO" THALES

3



Moyenne Géometrique de matrices définies positives @

" Moyenne de N matrices symeétriques définies positives

" Comment étendre les approches précédentes pour trouver la définition
d’'une moyenne sur N matrices symétriques deéfinies positives. Une
approche naive consisterait a faire :

) (4,4,..4, )"
ne so
si les 4. ne com

2) e(log A, +log 4

et 4>B=e">¢ef nonvalide

11 Air Systems Division T H A L E 5



Moyenne Géometrique de matrices définies positives @

" Moyenne de 3 matrices symetriques définies positives

" Une premiére idée pour 3 matrices proposé par Denes Petz en utilisant
une récursion interprétée comme une procédure de symétrisation

AOB:Allz(A—llzBA—llz /2A1/2
{Ale , B.=B,C,=C

An+1:Anan ! Bn+1:AnoCn ! Cn+1:BnOCn
G(4,B,C)=Lim A, = LimB, = LimC,

n—o n—o0 n—oo

N

THALES

11 Air Systems Division



Moyenne Géometrique de matrices définies positives @

11

" Moyenne de N matrices symeétriques définies positives

" Une extension de la moyenne géomeétrique a N matrices définies
positives a été proposée récemment par T. Ando sur la base des
propriétés suivantes :

P1:Si 4,B et C commutent alors G(4, B,C) = (4ABC)"*
etG(A4,4,4)=A
P2: G(aA,,BB, 7C): (aﬂy)1/3G(A, B,C) avec «a, B,y >0
P3:V n(4, B,C) permutation de (4, B,C)
alors G(4, B,C) = G(n(4,B,C))
P4:Si A> 4, B> B,,C>C, = G(4,B,C)>G(4,,B,,C,)
P5:{4, },{B,},{C, }séquences décroissantes monotones
= {G(An,Bn,Cn)}njoG(A,B,C)

P6: S inversible, G(S”4S,S"BS,S°CS )= S"G(4,B,C)S

P7:G(A4, +(1-A)A4,, AB,+(1-A)B,, AC, + 1-1)C,) >
2G(4,,B,,C,)+([1-1)G(4,,B,,C,) avec 0<i<1

P8:G(4,B,C)=G(4* B, C)

P9:det G(4, B,C) = (det A.det B.det C)""° THALES




Moyenne Géometrique de matrices définies positives @

" Moyenne de N matrices symeétriques définies positives

" T. Ando, C.K. Li et R. Mathias ont proposé la procédure suivantes pour
N matrices :

_ _ /2
G(141’142):14]:!./2(141:I./ZI42A/41:|./2)l A:ﬂ./Z
Pour k =3,..., N faire
Connaissant la moyenne pour k matrices: G(4,,..., 4,

{G((4)).., )5 connu

A =(4,,...,4,,)
{A(””) =7(4”)=(G((4) ) G(A) ) 7 =12,...
G(Ap Ay, A)=A avec Lim A =(4,.., 4)

r—>00

A Systoms Divison THALES
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Du Barycentre de Fréchet au
Barycentre de Karcher
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Algorithmes de la moyenne/Médiane : critere a optimiser @

. s . N
" Probleme a resoudre « Barycentre de N matrices » {Bk }kzl ;

X =argmin £.(X) =aamin > 4“(x, B,)
X X k=1

" Moyenne barycentrique

N

a=2 —> X =arg minfz(X):arg min>.d*(X,B

X k=1

grad[fz(X)]— ZeXpX( )ETXV :>Xn+1=eXan(—8.grad[f2(Xn)])

- Medlane (Point de Fermat-Weber)
N

a=1 = X=argminAX)=argmin>.4(x,B,)
X A

k=1

gmd[m]__iijgg )>ETV = X, . =exp, (~egrad[f(x, )

11 THALES



| Flot de gradient sur une variété @

AT — - ™~
Iy B
i r
- K.
. \{ -;II
._____._____.- /
-

12 ) Air Systems Division T H A L E 5
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| Moyenne de matrice ©

a=2 =X =agmin f(X)= argmand (x,8,)

avec  d2(X,B,)= <|og(X vap x2) |og(X 1’23 X 12))

X, =exp, (—egrad|f,(X,)]) avec grad|f,(X)]= —Z expy (B, )e TV

k=1

N
gZIog( 1/ZBkX,;1/2)

-1 1/2 -1/2 -1/2 1/2
exp H(U)= XV log(X 2Ux V2 )x X - oy

-1/2 -1/2
eXpX (V) — Xl/ZeX VX X1/2

12 THALES



. Géodésique et moyenne géométriqgue symétrisée ©

1/26—t(X_1/ 2 yb x2 ) X1/2 IV

v = grad’ (V) =—exp; (V) = X" log(X 2yx V2 )x?
exp, (vy,t)=X

L exp (0] 1) = XVl o g

y(0)

" La geodésique entre 2 matrices X et Y est donnee par :
Y (£) = Y2 etlog(X‘lleX‘“z) U2 _ X1/2( X—1/2YX—1/2)f Y2
avec te(0/1] y0)=X et yQ)=Y

" La moyenne est définie comme barycentre au sens de Fréchet :

X oY =y(1/2)= X2 (x V2yx V2 )" xv?

1/2

12 ) Air Systems Division T H A L E 5



, Il s’agit d’un flot de gradient sur la variété @

" Algorithme par descente de gradient

HPD,(C)
" Latangente en X a la géodésique rejoignant X a B,

Vi (t) — Xllz (X—1/2BkX—1/2 )tk Xl/Z _ X1/28tk IOQ(X_llszX_llz)Xl/z

dy, (1)

dt,
" La somme des tangentes en X des geodésiques de X aux {Bk }521

:> O: X1/2 Iog(X—]./ZBkX—l/Z)Xl/Z

tk:

G, = ﬁ: dy, (1) ‘t:O — G = Xllz(ilog(X1lszX1/2)jX1/2

1 dty k=1
12 ) Air Systems Division T H A L E S
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| Karcher Barycenter & Jacobi Field ©

7/k(f)=X1/2(X_1/ZB X—1/2) X1/2 _ xV2, og(x /28, x _1/2)X1/2

t=0: X1/2 Iog(X—llszX—]./Z)Xl/z

M

ﬁ: dy (t) ‘t . _X“Z(Zlog()( 12p Xllz)]Xllz ~0

k=1 dt k=1
12 ) Air Systems Division THALES
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: Notations @

" Soit ¥ une géodésique et on introduit une famille de
geodesiques c(s,t)=exp,(sexp.'7()) , ou Yy est fixé.

" soit c-:%c(s,t) et c‘=%c(s,t). Alors s+ ¢(s,t) est une famille
de champ de Jacobi.

" De plus, d(r@®)=|c'(s1)] .

" Ceci permet de calculer
%<c'(s,t),c'(s,t)>

a D D

~ et ~ correspondent aux derivées cocvariantes
dt ds

12 ) Air Systems D ivision T H A L E S



. Calcul du gradient ©

" Par bilinéarité, on trouve

d ' ' — BC' S c (s = ' 2(3 S c'(s S
E<c (S’t)’C(S’t)>_2<dt (s,2),c'( J)> 2j0<ds (s,2),¢'( ’f)>d

En utilisant le fait que QC-:Q ., et que Qc-zo (équation
géodésique), dt  ds ds
du au fait que |[¢| ne dépend pas de s.

= Alors,

= ' = 1iés c'(s s =(c c
2J‘0<£c(s,t),c(s,t)>dS—2 0d5< (5,2),¢'(5,2))ds = (¢(L,1),¢' (L, 1))
comme ¢'(0,¢) =0

12 ) Air Systems D ivision T H A L E S



Calcul du gradient ©

" Par définition de ¢, é(Lr)=y(r) et ¢'(L)=—exp . (»)
" On conclue que

4 (e .0 (5.0) =-2(3 0,000, )

" Ceci est valide pour tout chemin geodésique ¥ , aussi
avec t=0 et y(0)=x , on obtient le résultat final

V. dist(x,y)" =-2exp” (»)

A Systoms D THALES
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Il s’agit d’'un espace Riemannien symétrique @©

13

Air Systems Division

En géometrie riemannienne, un espace localement symetrique
est une variété riemannienne (M, Q) telle que, (localement) autour
de chaque point x, il existe une symétrie o, qui inverse les
geéodeésiques issues de x et qui est une isométrie (locale).

Un espace localement symeétrique est dit symetrique si les
symetries peuvent se prolonger a tout I'espace. De maniere
équivalente, une variété riemannienne (M,g) est dite symétrique
lorsque, pour tout point x de M, il existe une isometrie o,:M—M
vérifiant :

" 0,(X) =X;

" do,(x) =-—Id.
Cette isométrie ox est appelée l'involution en x.
Propriétés :

" Tout espace symetrique est une varieté riemannienne
geodésiquement complete, donc complete en vertu du théoreme de
Hopf-Rinow.

" ]l existe une et une unique involution en x.

" Le tenseur de courbure d'une variété riemannienne est paralléle.

HALES



Il s’agit d’'un espace Riemannien symétrique @©

13

" Pour I'espace considéré, la géodésique entre deux matrices A et B
est donnée par :

¥ (1) = AllZ( 2R A—l/z)f Y2 _ 4112 et.log(A_llzBA_l/Z) Y2 avec e [0’1]
" Pour I'espace symetrique des matrices symetriques ou
hermitiennes définies positives, pour chaque paire (A,B), il existe
une isomeétrie bijective G(A,B) qui vérifie :
G(A’B)A =B et G(A’B)B = A4
" Cette isométrie a un unique point fixe Z qui est donné par le milieu

de (A,B), c’est a dire la moyenne géométrique précédemment
définie d(G,, 5 X, X )=2d(X,Z

G(A’B)X:(AoB)X'l(AoB) avec AOB:A1/2<A—1/2BA—1/2)“2A1/2

Etles propriétés : G, , (A o B) = (A o B) et dG, (A o B) =—1/
" Ceci est difféerent de I'approche classique en traitement du signal
qui suppose un espace norméeé euclidien :

G, pX =(40B)-X+(4eB)
avec _A+B et|y—B
Ae B = 5 H HF THALES




. Géodésique et moyenne géométriqgue symétrisée ©

Espace Normé : isométrie
(approche traitement
du signal Classique)

Espace métrique : isométrie

B=G, 4

¥ B=Gy, 4

-

A=G,, »B G@th{JoB}<X4(AoB)

G, X =(40B)X*(40B)

(¢]
A=G, B Courbure négative
Espace métrique : Géodesique

y@) =B

Courbure nulle

Espace Normé : Geodésique

e

#(0)= 4

y(0) =4
13 )} Air Systems Division T H A L E 5
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| « La Messe est dite » par Marcel Berger ©

Marcel Berger (IHES), « 150 ans de Géométrie Riemannienne »,
Géomeétrie au 20'¢me siécle, Histoire et horizons, Hermann Editeur, 2005

* Premier Miracle :
La théorie des espaces symeétriques peut étre considérée comme le premier miracle de la'g€

riemannienne, en fait comme un nceud de forte densité dans I'arbre de toutes les mathématiques. ...
On doit a Elie Cartan dans les années 1926 d’avoir découvert que ces géoméetries sont , dans une
dimension donnée, en nombre fini, et en outre toutes classées.

* Second Miracle :
Entre les variétés localement symétriques et les variétés riemanniennes générales, il existe une
catégorie intermédiaire, celle des variétés kahlériennes. ... On a alors affaire pour décrire le
panorama des métriques kdhlériennes sur notre variéteé, non pas a un espace de formes
différentielles quadratiques, trés lourd, mais a un espace vectoriel de fonctions numériques (le
potentiel de Kahler). ... Larichesse Kéhlérienne fait dire a certains que la géométrie kahlérienne est
plus importante que la géométrie riemannienne.

* Pas d’espoir d’autre miracle :
Ne cherchez pas d’autres miracles du genre des espaces (localement) symétriques et des variétés
kahlériennes. En effet, c’est un fait depuis 1953 que les seules variétés riemanniennes irréductibles
gui admettent un invariant par transport paralléle autre que g elle-méme (et sa forme volume) sont
les espaces localement symétriques, les variétés kahlériennes, les variétés kahlérienne de Calabi-

Yau, et les variétés hyperkahlériennes.

13 | Ar ms Division ALES
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| Médiane de matrice ©

a=1 = X =agmin A(0)= argman (x,B,)

erad[f; ()]~ zzx(g;; )>ETV:>X - exp, (- egradl (%, )

gi Iog(X,jl/szX;“z)
12 & 1”'09()(_”23 XJ”ZM 1/2
X . =X DG

n+l — n

exp;}(U) _ yl2 Iog(X‘”ZUX‘“Z >X1/2

1124112 |::>
ex V :Xl/ZeX VX Xl/Z _
pX( ) avec Hlog( 1/2B X 1/2)‘ _\/Zlog

et det(X, 6 —AB,)=0

13 THALES



, Médiane plus robuste que moyenne @©

X :moyenne

o
O: médiane o
o
o " Jox
o o

La médiane est insensible a la présence de points aberrants
tant qu'ils restent minoritaires

La moyenne est immediatement perturbée par la présence de
points aberrants

13 Air Systems Division D 0 T H A L E 5




Mediane et point de Fermat-Weber (&

median

jPX (x).dx =0.5 < median = Min EQx - m‘)
0

L aplace (1774) :

Let P,, P,...P, be n points of a metric space. A point M is a median of these n
points 1f M 1s a point of the space minimizing the sum d(M, P,) + dM, P,) +...+

d(M, P,) of its distances to the n points.

The median of six points

(EUYRES
DE LAPLACE,

DE L'ACADEMIE DES SCIENCES,

TOME HUITIEKE.

.__'Pp, L o B

uuuuuu

Laplace a appelée cette valeur « le milieu de probabilité » ou « la valeur probable ». Le
terme mediane a été introduit par Cournot dans I'Exposition de la théorie des chances

en 1883.

13 Air Systems Division
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. Algorithme de gradient non convergent ©

" Algorithme meédian par descente de gradient
. N IOQ((X”UZB"X”UZX)
= |loglx, "B, X, 1/2

ETY.
Xn+l _Xn €

M
avec HIog(X;”ZBkX;”Z]‘F: > log*(4,)
i=1

et det(X, —AB,)=0

" Non différentiabilité aux points de données : probleme de
convergence

" En théorie : régularisation au voisinage des points de données et

extraction diagonale (algorithme général adapté de Huiling Le, mais
long d’exécution)

" En pratique :

" Assez souvent, les points donnés « entourent » la médiane :
convergence

" Prendre un pas voisin de la précision voulue (50 itérations
suffisent ici )

Air Systems Division

THALES



, Mediane : autre algorithme de gradient régularise ©

" Autre Algorithme Reégularisé propose

" Critére de minimisation régularisé

d*(X,5,)
X ,B,)

—arngan i

" Reésolution itérative de problémes d'optimisation convexes

regularisés, dont la suite des solutions converge vers la médiane.
" Etapem:

" Critere d’'arrét :

-

Xm+1 0 X X N convergence
< X, log X, B2

&
1/2 -1/2
X X1/2 k=1 Hlog B X X‘F X1/2
T m+Ln+l T m+1, n m+1,n
at 172 -1/2
arret " ‘ Iog(Xm+11nconverge +1Xm’nconverge Xm—|—1 nconverge +11
alors X, =X,.4,
-1/2 1/2

Iog( Kyt XXyt ]‘F <6

S

<¢

THALES
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| Equation de la chaleur de Joseph Fourier @®©

" « Les équations différentielles de la propagation de la
chaleur expriment les conditions les plus générales, et
ramenent les questions physiques a des problemes
d’analyse pure, ce qui est proprement 'objet de la théorie ...
Les formes des corps sont variées a l'infini, la distribution de
la chaleur qui les pénétre peut étre arbitraire et confuse;
mais toutes les inégalités s’effacent rapidement et
disparaissent a mesure que le temps s’écoule. La marche du
phénomene devenue plus réguliere et plus simple, demeure
enfin assujettie a une loi déterminée qui est la méme pour
tous les cas, et qui ne porte plus aucune empreinte sensible
de la disposition initiale ... .Les théories nouvelles,
expliquées dans notre ouvrage sont réeunies pour toujours
aux sciences mathématiques et reposent comme elles sur
des fondements invariables; elles conserveront tous les
éléments qu’elles possédent aujourd’hui, et elles acquerront,
continuellement plus d’étendue. »

Joseph Fourier (1768-1830), « Discours préliminaire a la théorie
14 ) Ar Syetems Divison analytique de la chaleur » THALES




| Equation de diffusion & géodésique @©

" Equation de diffusion sur un graphe 1D de données scalaires

" Dans un espace vectoriel normé dans le cas unidimensionnel,
I'équation de diffusion s’écrit via le Laplacien discret:

ou _ aZM ou 1 (un+1_un U, _unlj 2 (il\ —Uu )

ot o ot vxl ve vy ) V¥

avec la moyenne arithmeétique : u, = (un+1 + un_l)/ 2
= | ’équation de Fourier discrétisée peut également s’écrire :

2Vt 1A ,\
Vx2 [un,t _Lln,t]Z (1—,0)1/!}” +pou,, aveC p=

" Par analogie sur la base du flot de Karcher, il est possible
d’écrire une équation de diffusjon sur un graphe 1D de matrices,

via la moyenne géométrique A, , des voisins (4, ,,, A .. ):

2Vt
Vx*

u — un’t +

nt+1

2Vt RITE
—Iog(X Y2y X 1’2) ~
2 yy? b np 1/2 1/2( -1/2 —1/2)P 1/2
Xn,t+1 o Xn,t € Xn,t o Xn,t Xn,t Xn,tXn,t Xn,t
2Vt ~ 12
. 2 (12 1/2 1/2
avec IO - 2 et Xn,t _Xn+1,t (Xn+1,tXn—1,tXn+1,t) Xn+1,t L
14 VX — S



Diffusion isotrope par I'équation de la chaleur de Fourier @

THALES



Equation de diffusion & géodésique @©

= Equation de diffusion sur un graphe 1D de matrices

2Vt 123 -1l
M iog(x; 2%, x;42) A
1/2 oV Vil mt g 1/2 1/2( -1/2 —1/2)/’ 1/2
Xn,t+1 X Xn,t o Xn,t Xn,t Xn,tXn,t Xn,t
ZV'[ 1/2
_ 1/2 1/2 1/2
avecC p — 2 (Xn+1 tX Xn+1t) Xi’l-i-lf

VX n+l,t

= Interpretatlon géomeétrique : A partir_ des géodésiques 7/X””1 (1)
et Yy nt(,1) entre X X .,etX

o g( X—l/2 X, . X—1/2) évs o g( Xn—i/z )“(n’t X’;lt/z)
dyy (A 2vt dyy (A) ,
:> - — 2 . , n,t+l // Tan
dA Vx dA 7 X,
=0 =0

" Comme dans le cas euclidien X @, y = Lx+(1-L0)y
on remplace la moyenne pondérée par un barycentre pondeéré

geodésique : 2 412 4112 1/2
Ao, B=AP(4V2BAVN 42

14 Air Systems Division
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Equation de diffusion : contrainte de discrétisation @©

" Une premiere remarque concernant une contrainte qui apparait :

2Vt 2Vt
U, i1 = Uy, [M _unl] (1 IO)M +punt aveC p =
Vx*
[un ] S n,t 2 Vx

U .1 €47~ _ <:>p<1 soit — < v enposant v=—

g, ] s Vi Vi

. g 1 fE
Sion verifieShannon Vx =7, =— avec f, .. ; =4f  <2f. <V

E

14 ) Air Systems Division T H A L E S



Equation de diffusion : Du discret au continu @©

" L’équation de diffusion discrete sur un graphe 1D de matrices

symétriques ou hermitiennes définies positives est donnée par :
2Vt

—Iog(X‘“Z)A( X—1/2) R
V2 yy? mi Cmptn 1/2 1/2( -1/2 —1/2)/’ 1/2
Xn,t+1 o Xn,t € Xn,t _ Xn,t Xn,t Xn,tXn,t Xn,t
2Vt A 12
_ 2 (yeu2 1/2 1/2
avec ,0 - et Xn,t o Xn+1,t (Xn+1,tXn—l,tXn+l,t) Xn+1,t

\%'e
" Pour remonter a 'équation continue de diffusion, il faut utiliser
I’équation de Campbell-Hausdorff :

logle*e’ )= X +7+ % X, Y]+ % Lx,[x, Y]+ % [v,[7, X]]

+termesdedegré>4
avec |X,Y]|=XY-vXx

THALES



| Equation de diffusion : Du discret au continu @©

" L’équation de diffusion discrete ré-écrite via I'équation de
Campbell-Hausdorff :

-1/2 -1/2 -1/2 v -1/2 -1/2 -1/2 -1/2 v, -1/2
elog(Xn,t Xn,t+an,t )e_plog(Xn,t Xn,tXn,t ) Iog(Xn,t Xn,t+1Xn,t )e_plog(Xn,t Xn,tXn,t )):O

== Iog(e
= Iog(X X, X )— p |09(X X, X n_,ltlz)

n, n,t+1“" n,

n,t+1“"n, n,t

+2iog X2 x XM _plogx 2 X Xx7?)=0
2

IO X—l/ZX X—1/2 2 ~
— g( n,t nt+1“ " n,t ) — 5 Iog(Xn—]l:/ZXn tXn—]l:/Z)
Vi Vx ’ S

+% IIOQ(X LY, GXE2) IOQ(X 2K X )]
X

n,t+1“"n, n,t

ot o’

ologX o’ IogX+a’t ologX o0°logX
ot o’ 2 |

14 THALES



| Equation de diffusion anisotrope @©

" Regardons maintenant le cas anisotrope classique :

" Dans le cas général diffusion sur une variété, I'équation de diffusion
de Laplace-Beltrami s’écrit :

: N
ds’ =Y g, dxdx, avec g= 3 ; ]le
k=1 .

" Equation de diffusion :

a Ou LT
et aveC =g |
Tet( Do o [ et(g) g’ axj] gt =lg"].
ou 0°
" Dans le cas 1D isotrope : ds’ = dx* = alj = Z
= Dans le cas 1D anisotrope :ds® = dx’ + du? _(14{874} ]a’x2
soit : Ox

-1/2 -1/2
ou ou ou 8 ou ou
—> —=|1 1 —
(1+(8xj ] ot [ +(8xj ) 8x [ +(8xj ] Ox

14 Air Systems Division
8



 Equation de diffusion anisotrope : cas scalaire 1D @©

" Dans le cas 1D anistrope :

2 -1/2 2 -1/2
ot Ox Ox Ox Ox
® Sion discrétise :

VZ‘.O(M + un+l,t o un,l — un,t - un—l,t

un,t+1 — un,t + V.X' an,t vx o an,t vx
u u :
avec a,, = [1+( n+1’tv nl’t) )
’ X
u u Y u u :
a;_,t _ {14_( n+l% n,t j ] an—’t _ {14_( n,t V n-1,t ] ]
X X

14 ) Air Systems D ivision T H A L E S




| Diffusion anisotrope (©

! I
H
{

Diffusion / ;\

1 1
anlsotrope

"--

At w"E Diffusion
patsipineby: isotrope

1 " Y ) . . .
50 100 150 200 250 g L 2

\V

3333

THALES



| Diffusion anisotrope @

- - En bleu, signal soumis
a la diffision anisotrope

En vert, différence entre
le signal original auquel
est soustrait le signal
diffusé
anisotropiquement au
cours de la diffusion
(apparition des cibles)

15 ) Air Systems Division T H A L E 5
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. diffusion anisotrope sur un graphe de matrices ©

" Dans le cas 1D anisotrope, par analogie sur un graphe de
matrices :

_ Xllzeylog(X;,l/zXn,zX;i’z
__ n,t

N

avec X, =X

n

) 112 vi12(v-1/2 v ~1/2 | 12
;an,t o ;XTn,t (;an,t ;an,t;an,t ) ;an,t

2 plog(x;tx, |, x;42) iz _ i
nHJe n+lt — n+lt

X

n,t+1

(X—1/2X 1 X—l/z)ﬁXllz
n—L1,¢

n+l,t n+l,t n+l,t

(d(xnﬂ,ﬂxnl,t)jz

-1/2
+ -+ —
o Vt.an,t(an’t + am)

n,t .
)’ /= Vx*

o =1+

n,t

B=

+ —
(an,t-+-cxn,t "7JC

-1/2

2 2
0[+ _ 1+(d(Xn+1,t’Xn,t)j ot an_’t: 1+(d(Xn’t’an’t)j

-1/2

"t Vx Vx

" Pour la distance , on prend :

(0, = gl x,,7), = [ 3og'(2)

i=1

o)t det(X, = AX,)=0 THALES



| Diffusion Isotrope Simulation @

160

140

120

120 I

100 100

20 40 50 60 100 120 140 160 180 200

20
30
40
a0
B0
70
a0

a0

100
200

15 Air Systems Division
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| Diffusion anisotrope Simulation @

T
. r; Ik, A l,l

i

.I||.| N

20 40 B0 80 100 120

140 160 180

THALES

15 Air Systems Division 100
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. Les differentes diffusion a 50 itérations @

Diffusion classique Diffusion médianage

Diffusion

|sotrope

Diffusion

Anisotrope

i |
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 20 40 60 80 100 120 140 1 60 1 80 200

15 THALES



. Les différentes diffusions @

A A
Diffusion Isotrope Diffusion Anisotrope
A A
Medianage Isotrope Medianage Anisotrope
A A
Moyennage Isotrope Moyennage Anisotrope

15 Air Systems Division T H A L E S
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. Modéle Multivarié Gaussien Complexe Circulaire @

"Modele du signal Radar
" Modele Multivarié Gaussien Complexe Circulaire .

p(Yn /Rn) _ (72')_” .‘Rn‘_lle—Tr[ﬁn.Rn_l]
. Modole Radar . AVEC R, =(Y,—m, )Y, —m,)" et E[Rn]: R
m_ =0 processus de moyenne nulle
R = E[YY*] hermitienne Toeplitz définie positive
e
Y =| | avec y, =a, +ib, = p,e”
Yn

- Utilisa}\;ion d’'un modéle autorégressif complexe :

v,==> ay, . +b, avec E[bnb;_k]: 5,00 et A, = al(N)...a](vN)]T
k=1

= Littérature mathématique + lien avec 'algorithme d’lssai Schur (1875-1941)

" [Alpay] D. Alpay, « Algorithme de Schur, espaces a noyau reproduisant et

A théorie des systemes », Panoramas et synthese, n°6, SociéféMa)_Qeir_nE’cge
8 de France, 1998



. Structures blocks des modeéeles CAR @

" Les modeles autoregressifs complexe modelise le signal
radar multivarié gaussien complexe circulaire de

moyenne nulle.
" Rappel : Métrique de Rao-Siegel dans le cas Hermitien défini positif :

ds? = 1r{(R *arY)- |RV2dRR 7| avec|4|* = (4, 4)et (4, B) =Tr(4B" )

D*(R,,R,)=log(R*R,R 2| = S log?(4, ) et det(R“2R,R;* ~ A1)=0
k=1

® | a matrice de covariance a une structure blocks :

R :{ &1 a, 14,4 } R — |:an11 + A R4, —A4 R
' a, 1.4, Ril +a, A4 ' —R, 1.4, R,

0 0 1]
)
avec an‘l:[l— ynz]a,il et An:{/l"l}yn.ﬁ”} ot V9 =0 .7 O
0 1
- THALES

9



. Geometrie du demi-plan/disque de siegel ©

®  Etude du domaine fondamental de Minkowski :

" Domaine fondamental étudié par Minkowski (utilisation du systéeme de coordonnées
partielles d’lwasawa) (lien avec l'algorithme de Goldberg : inversion d’une matrice de
covariance avec modéle autorégressif)

For Y € P, what is sometimes called the Iwasawa decomposition 1is
given by
dy 0 1 Xij
Y[g] = "gYg Y =
0 dy 0 1
with d; > 0 and x;; € R. This is the co-ordinate system Minkowski
employed to find his fundamental domain.

G
0O w/l0 I,

where v> 0, W € P,_;, x e R" ! ie, Tx = (x1,...,%x,-1), X; € R.

16 ) Air Systems Division T H A L E S



. Structures blocks des modeéeles CAR @

® | 3 matrice R(l)—1/2+ R(z) R(l)—1/2 ou R(1)1/2+ RO p2 qui
intervient dans la métrique de Slegel conserve la
structure Blocks

® Conservation de la structure Blocks : N
O — R(1)1/2+ R(Z)—l R(1)1/2 _ :Bn—l :Bn—l-VVn—l }
n n T n T n +
_IBn—l'VI/n—l Qn—l + IBn—l'W -1 'VI/n—1

@
avec W, =+ a® RV’ [A(Z) (1’] et f,, =4

" Onen dedwt que les valeurs propres étendues sont zétos de la
fonction :

o,

-

(n-1)
F(”)(i;”))zi;”) B+ B A Z‘W 1L ‘

< )

X { 1 i }
X 151,41) N ﬂ*gcn) 'Un—l'(An—l - /Igcn) A n—l) -Un+—1-Wn—1

16 ) Air Systems Division T H A L E S



Structures blocks des modeéeles CAR @

|
" On en déduit un algorithme récursif sur I'ordre et
parallélisable pour chaque valeur propre étendue :

- X (n-1) ? 0.os ! J T T L]
(n) [ 9(n) ) _ 2(n) | 3
F (ﬂ’k )— A" =Bt By (l(n—l) ﬂ(n)) _F(4) (ﬁ) f
D . n -1 1= ( =
Xlgl) _/ﬁc )'Un—l'(An—l_/lgc )']n—l) UpaW, - |
Renormalisation a chaque itération : s } TF[Q4]
(n) W+ X(n_l) (n) o | =
oS | | o g
i G ) A UL A
| / / l
Interprétation en terme de projection ) / "
(o ( 0 ()Y = = 7 #/ -
Z =1 | > fj ,f'/
) =1 on L /
1 0 (g ( /77((11)) 1 X e s e 113) 2(26)' Z;S_é" ; =
[ Ana - kz-ll on X 0< A < JD < A < < A9 < J < I < Tr{Q) |
| | 11T 1
Courbe strictement croissante sur chaque intervalle : avec TF[Q ]ZTI”[Q 1]+0£ L
&'(”) _1) ! - B An—l An—l
W__e ., Z >1
16 A ) | w2 - n-1* ( (n-1) ) T H /-\ L E 5
201 M | Xid = e T




. Récursivité sur I'ordre de la métrique de Siegel ©

" Sion utilise la structure blocks des matrices, on peut
calculer la métrique de Siegel a I'ordre n par rapport a

'ordre n-1

" Equation récursive sur la métrique de Siegel faisait apparaitre la
matrice de Fisher sur les paramétres autorégressifs:

2
j +a _,.dA R _.dA

" On peut remarquer que le second terme s’écrit :

2 +
lo 1 0 lo
| o dd R dd  =d 25| gl 3%
an—l An—l O an—an—l An—l

" Ceci s’interprete en terme de géomeétrie de l'information

2, = 114, ]=a,,R,, 7= {log anl}{log anl:|+ _H.F- 0 }

logar, , 1 A, Extension du cas A A 0 o, R

16 Air Systems Division GaUSSIen Scalaire T H ALE S
° (Géométrie de I'information)

ds’ =T r[(Rn dR* )2 ] =ds’  + (da’”
o

n-1




Racine carré non-symétrique du groupe de Siegel ©

™ On s’intéresse a la décomposition de Cholesky de la
matrice :
" En faisant intervenir les racine carrée des matrices définies positives :

- 1 A"
0, =(a, R, =W, ={1-[1 ) "
A"—l Qn—l T "4n—1"’4n—1
1 0
avec W, =41-|g, 2 4 QY2 et Q,, =0Q,7.0Q,7

— 1 . .
" Toute distribution de var'fa]ble n-dimensionnel est associée / ~ Nn (O, [n]
naturellement au groupe Affine : c’est I'élément tel que son action sur
le vecteur X ~ N (A4 ,Q) )le transforme en vecteur aléatoire :

1 oqr1] 1 [1
A, 2Nz |92%72+4 | |X

" On peut considérer cette représentation des éléments du groupe affine
comme la racine_carrée non-symeétrique d’un élément du groupe de
Siegel : 1 A

16 ) Air Systems Division An—l Ql’l—l + An_l-A,:_]_ T H A L E S




Expression récursive de la divergence de Kullback @

™ On s’intéresse a I'expression récursive de la divergence de
Kullback :

" La structure de la dlvel_:E;ence de KuIIback est donnée par :
K(RW, R®)= [Tr =] |- ]
2 _R(1)1/2+ R(z) -1 R(1)1/2 n-1 IB -1 n—1
IBn—l'Vn—l Zn—l + ﬂn—l'Vn—l'Vntl
- (2)
ou V,, =FU [42 - 49 ] et g, =ZLavec a® R = FO F O

@y
an 1

Q)+
FO = L {1 ~ A }F (21)}
o100 L 12

" Si on utilise de plus les relations suivantes :

nl‘zn 1‘ TV[ ] Tr[zn1+ﬁn1[1_|_V+ V ]
" On obtient I'expression récursive sur I'ordre de la dlvergence de
Kullback :

KR, R® )= K (RO, ROV (8, -1+ B, ¥, 2~ In(p, )

16 Air Systems Division
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Modélisation variationnelle de
I’analyse autoregressive
complexe et le flot de la chaleur
sur ces modeles
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| Formalisation variationelle de I'analyse AR @©

r® | e theoreme de Parseval permet de modeliser 'analyse
autorégressive complexe sous forme variationnelle :
" Le théoreme de Parseval nous dit que :

HA(”’)(f)\ N =Ele, @] e (k)=z -2 - zaw .

A0()=Yal e (etaf 1) S.(1)= Yhe et =El e ]

' Si on rajoute un terme de regularlsatlon ( a priori de douceur spectrale)

NRI)E iL( fr APV A avec cas quadratique
0

2 ~ (D(X) = ‘X‘Z
S.(f)+A0(V 4" (1))

" Grace a lisomorphisme canonique entre le plan Euclidien et le plan
complexe, nous formalisons le probleme de régularisation de la
prédiction linéaire sous I'angle du calcul des variationsT HALES

L(f, A(”),VfA(”)):‘

16 Air Systems Division
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Formalisation variationelle de I'analyse AR @©

La solution variationnelle de I'analyse autoregressive ,
donnée par I'équation d’Euler-Lagrange Complexe, est
solution de 'EDP de type « Schrodinger » :

" Equation d’Euler-Lagrange « complexe » (régularisation quadratique) :
2 ~ 2
L(f, 47,9 A9 )=|4" ()] S.()+ AV 4 ()
d| oL | oL
df | oV , 4" | 04"

" Solution de 'EDP :

04" (/) _ 0°4™ (/) _4(n) Q

" Dans le cas non regularisé, le Cepstre évolue comme suit :

(n)
C(f)=In A" () = € at(f )_5.(f)
- THALES



| Formalisation variationelle de I'analyse AR @©

" |e théoreme de Kolmogorov-Szego-Krein devient alors
une consequence du theoreme d'Emmy Noether :
" La fonctionnelle est invariante selon :

S(g, o Ay, (1)))=S(4” (1))
avec @, o A" (f)=g,(47 ()= AP (f) et w,(f)=f+n

ou secRet neN
" Le théoreme de Noether nous indique alors que :

o|l4”p)| s
U @ Zm}:0:>\A(”)09\2-Sz(f)=cﬂe vf

" Ce qui est I'objet du théoréme de Kolmogorov-Szego-Krein :

1/2 2

nf |49 8.0 L (f)_\A(’”(f)\

—1/ 2
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| Régularisation variationnelle d’'un modéle AR @©

r® Exemple de régularisation :

" On observe la disparition des pics parasites sur une analyse
Autorégressive a tres faible nombre d’échantillon :

WAVE 0 =

WAVE 0 B WAVE 0
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| Géométrie de Kahler ©

r® | a geometrie d’Erich Kahler étend la géometrie
Riemannienne au domaine complexe :
" La forme riemannienne définie positive définissant la métrique de

Kahler est donnée par :
P ZZ gqdz’ dz’

-1
® Condition de Kahler condition : |l equte localement une fonction
potentielle de Kahler, @ (et les équivalentes Pluri-harmoniques) telle

que : ,
0D
gi_' = i 7
7 0z'0z’
" Le tenseur de est alors donné par :
o* logdetg, )
’ 0z,CE,
" Et la courbure scalaire :

R= Zn:ng'Rki

k,[=1
17 Air Systems Division T H A L E S




, Modéle Autorégressif Complexe @

"Modele du signal radar :
" Modéle multivarié complexe circulaire :

p(Z,/R,)=(7)"|R,

avec R =(Z -m WZ —m ) et E[fen]: R
" Modéle Radar :

-1 e—Tr[Ién.R;l]

m_ =0 processus de moyenne nulle
R = E[ZnZ,j] Toeplitz Hermitienne Definie Positive
L = [zl---zn]T avec z, =x, +iy, = pkei¢k

" Modéele autorégressif complexe :
N
z, ==Y a;V)z,_, +b, avec E[bnb;_k]: 5, ,0 et 4, = [al(N)...a](vN)
k=1

" Lien avec l'algorithme de Issai Schur’s algorithm (1875-1941)

" JAlpay] D. Alpay, « Algorithme de Schur, espaces a noyau reproduisant et theorie
- ilg;;ystémes », Panoramas et synthese, n°6, Societe Mathématie.uia_il?_frla_trﬁes
3



: Estimation des parametres autoregressifs régularisés @

" Nous utilisons I'algorithme de Burg régularisé (brevet THALES : F. Barbaresco,
« Procédé et dispositif de détermination du spectre de fréquence d’un signal »,

brevet n° 95 06983, Juin 1995)
.Initialisation :

f,(k)=b,(k)=z(k) , k=L...N (N:nb.ech.)
1 N
=220
N k=1
aéo)zl

Atération (n): Pour n=1a M

*Zf_l(k)b“(k 1)+2Z B.al D aln?
=~ P et avec S = 7,.(27)%(k — n)?

2
*Z fra() +[p, 1 (k=1 +22  Ja |
N j—ns
ra(()”):l
al” =a" P+, .a"P k=0l
a," = p,

J fn (k)= f,.1(k) + p,.b, ,(k-1)
“ | b,(k) =b, (k=1 +p,.f, 1 (k)




! modele autoregressif et matrice de covariance ©

" La matrice de covariance et son inverse peuvent étre
paramétree a partir des parametres du modele autorégressif :
" Structure Blocs de la matrice de covariance :

R :{ &, 4 a4, } R — |:an11 +A R A, AR
’ a, -4, Ril +a, A4, .4 ’ —R .4, R, 4

2 A A9 ° O. ' \
avec an_l:[l— m ]an‘ll et A =| "l+pl oV =0 -7 0O
0 L 1 0 0
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Métrique de Kahler d’'un modele autorégressif complexe @

r® Dans le cadre de la geometrie Affine de l'information, la
metrique est donnée par le Hessien de I'entropie qui joue
ici le r6le du potentiel de Kahler :

" L’entropie d’'un modele multivarié gaussien de moyenne nulle :

p(Z IR )= (x)"|R | e "Rl === &(R)=—log(det R)-nlog(ze)
avec R =(Z -m, )(Z —m ) 23

- L= et H=-R
et E|R,|=R, % = OH OH

" On peut choisir comme modéle de paramétrisation les coefficients de

réflexion _ el
DR, )= Z(n —k). |n[1—‘,uk‘2]+ n. |n[7z.e.PO]
k=1

M,

b‘ J = det( ) ln_[ak =, kih—\yk\sz

i7) avec ao_lzPOZZZ‘Zk‘Z THALES
k=1



. Papier initial d’'Erich Kahler, 1932, Hambourg @

« Kahler Erich, Mathematical Works », Edited by R. Berndt and O. Riemenschneider,
Berlin, Walter de Gruyter, ix, 2003 Uber eine bemerkenswerte Hormitesche Metrik.
Von ERICH EAHLER in Hamburg.

1.
Bei der Untersuchung der Invarianten einer reell 2n-dimensionalen
Hemwreschen Metrik?)
(1) ds* = 2 gk dx Az

arr _
ds® =.Z dedm

Auf die Verwendung der vorliegenden formalen Entwicklungen fiir

i e E R TR T dﬂ;f _;Thhanrh der automorphen Funktionen und auf die Analogie der
ir 8 abelschen® Tr ti N
Analog ist fir die Jhyperabelsehen® Transformationen D) = 0, D) = &V

1] =190 ' N .
T rimt o S mit den klassischen Differentialgleichungen
die die Einheitskreise Al = 0, AU =t
l—zx =10 Gi=12,---,n)
festlassen, die ans dem Potential X auf die bereits G. Giraup?) und A. BLocu®) hingewiesen haben, gedenke
" . ich in einer spiteren Arbeit einzugehen.
i ig; b hog (1 — &) (#: Eenatanten) __._'] 3. Grraun, Sur une égquation aux dérivées partielles, non linéaire ete. Uomptes

. o . , . Rendus 166, T (1918), p. 838
ableitbare Metrik invariant, und es ist klar, daB auch alle Zwischenfalle, 7 A. Brocm, Sur ung vouvelle et importante ginéralisstion de l'équation de

etwa die aus hyperfuchsschen Transformationen in r und & (r4-s=mn) laplace. L'Enssignement Mathém. 26 (1927), p. 62
Variablen komponierten Gruppen, zu Metriken von jemem Typus fiibren,

Hamburg, den 22, Oktober 1932,

L’entropie U=-logdet[R] , pour les modéles autorégressifs complexes, peut étre
considéré comme un potentiel de Kahler qui est paramétrisé a partir des

coefficients de réflexion. Cette expression est alors la méme que celle proposée
par E. Kahler
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| Métrique de Kahler : cas hyper-Abelian @©

" On retrouve la métrique proposée par E. Kahler dans son
papier initial : :
" Kahler a nommeé ce cas « hyper-Abelian »

b = niak.lnb—\zk\z]z INK,(z,2)
k=1

avec

n-1

Noyau de Bregman : K ,(z,z) = (1—\zk\2)ak
k=1

et {Z/‘Zk‘ <1 Vk =1,...n}

" Autre métrique proposée par Kahler, appelé cas « hyper-fuchien » :
L 2 . L 2
@ =a.In 1—2‘2,{‘ with Z/Z‘Zk‘ <1
k=1 k=1

17 ) Air Systems Division T H A L E S



Métrique de Kahler d’'un modele autorégressif complexe @

™ On définit une métrique « Doppler » metric dans le cas de

modeles autorégressifs complexes comme le Hessien d’'un

potentiel de Kahler, ou le potentiel est donné comme dans

le cas de la géométrie affine de l'information par I'Entropie:
" Le potentiel de Kahler paramétré par [Po J7EEE ;Un_l]T ;

5(Rn) = nz_l(n—k).ln[l—‘yk‘zh . In[ﬂ.e.agl]

" La meétrique associee est alors calculée :

-1 sl -l 0]

811~ naoz = nE)_z S~ (

Zf THALES




Cqurbure scalaire du modéle autorégressif complexe @©

" On utilise I'expression du tenseur de Ricci dans le cas de
la geometrie de Kahler :
" En géométrie de Kahler, le tenseur de Ricci est donné par :

. 0° Iog(det gkl—)

ij —
02,02 ;
" Pour le cas du modele autorégressif complexe, on obtient alors :
[ 1
Ry = _2?
0
% o
R;=—2——g for k=2,.,n-1
el

" On en déduit le calcul de la courbure scalaire qui est négative :

- n-1
R:;gkl-Rkj R=—2.{Z L . }—)—oo

18 Air Systems Division
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Modéle autorégressif # métrique de Kahler-Einstein @©

r® | a metrique précédente n’est pas une metrique de type
Kahler-Einstein, mais une structure « matricielle » proche

" Une meétrique est dite de Kahler-Einstein metric si son tenseur de ricci
est proportionnel a la métrique :

0*log(detg, ) . 0°®
02,02 ; Y oz'0z7

" Dans le cas de la métrique de Kahler-Einstein, le potentiel de Kahler
est solution de I'équation de Monge-Ampeére :

2 i o @ : Potentiel de Kahler
det(g,;) =|w| e™* avec _
y - fonction holomorphe

R; =k,.g,; avec k,:constant—= —

" Pour un modéle autorégressif complexe, on a :

1} 0 Joveo k-nlp0]- 2/ S L]

o (n—J)

etou B = 2dzag{ (n— )_1,..}
18 THALES



| Flot de Calabi & Kahler-Einstein @

r® || existe 2 flots particuliers qui sont déduit de fonctionnelles
dépendant uniquement de la courbure scalaire integréee sur

la variéete
" Le flot de Kahler-Einstein est donné par :
Action de Hilbert Flot de Ricci j R(g)dV (g)
[R@av(c) ™= % __, R i
M ot oon Y jdV(g)
" Le flot de Calabi est donné par (il agit directement sutle potentiel) :
Action de Calabi Flot de Calabi _2°4z,z") Flot de Calabi
) 2 ' Oz0z, O .
S(g)=[R*()aV (e) mmy i~ OR | iy (%P _ R R
M ot 82102; Ot

" L’inégalité entre les deux fonctionnelles est donnée par :

S(g) > [ | R(g)dV(g)j Iav(g)
M M THALES



lonnas Bakas : Relation entre les 2 flots @

" En dimension 2 de la variable complexe, les deux flots sont
relies I'un a l'autre :
" lonnas Bakas a montré le lien entre les 2 flots en remarquant que :

18 Air Systems Division

(A2
0°g; :_5R,-j
0g - 2
glJ:_Ri‘-2>< ot 2(91‘ Ny
ot / 0? log(det(g))
\ / 0,0z
52&] O°R
= —— == .
ot 0,0z ;

(528,-,-: 0’ (mog(det(g))j
Ot 6205 Ot

alog(det(g) _Zg,JR __»

" Si la dérivée seconde par rappo
identifiée a 'opposée de la dérivée premiere du temps du flot de Calabi
, alors les 2 flots sont équivalents :

t au temps du flot de Kahler-Ricci est

82

ot

o
ot,

THALES



, lonnas Bakas : flots agissant sur le potentiel ©

® Bakas a établie les relation suivante

ds? =2e%7 Nz dz"

0D 2
R . =— — X :_6 Iog(de*t(g)) et g . :ed)
= 6262 2z 8282 zz
0g; oe®  O°D o 0D 0D
N =——
Flot de Kahler-Ricci O Ot  0z0z 2 ot 0zoz
=9 _Ad avec A= -
Ot 0z0z
og - 2 | 2
glJ: 8R* etR:zglj l:_e—cp 8CD*:—ACD
ot  0z0z = / 0z0z
Flot de Calabi He® O2AD
or oz
= o® =—-AAD
Ot




. flots de kahler-Ricci et Calabi sur les modéle AR ©

" Sion étudie sur la base de la meétrique de Siegel (donné
par le Hessien de I'Entropie du processus AR), la métrique
est déformée comme suit :

" Flot de Kahler-Ricci sur les coefficients de réflexion :
( t

82]. = Iy <ﬂl-(f)\z :1_(1:‘lui(0)‘2)e(”i) _ >,ul.(oo)‘2 _q
F(1) = P,(0)e" ———> P,(o0) = +oo
" Flot de Calabi sur les coefficients de réflexion :
04 1 [ 2 g |
<5=R(¢)—R <u,.(t)\ :1—(1— 14,(0)] )e 0Dl (o) =1
21

> P, (0) = +o0

[—>0

#(0,1) =y (2) P(f) = PO(O)e”_Z

18 ) Air Systems D ivision T H A L E S



Algorithme médian sur les coefficients de réflexions 1/2 @

18

est un n uplet des coefficients de réflexion #" =" - 1,
les ordres précédés du coefficient de puissance B .

=On se donne (6,..6,) , ot 6, =(BY, 4 ) = (B®, ) € R, x D"

(k>_( (k) (k)) 3 tous

"On calcule d’abord B = exp(mediane(log(P"),log(F?),...,log(P™))) |

dans R (méthode classique de calcul du médian pour une valeur
scalaire).

®"(On estime ensuite la médiane des coefficients de réflexions

complexes algorithmiquement : on ramene ces coefficients du disque

unité dans le demi-plan de Poincaré C*:D—> H avec:

1+ u'Y
ﬂ,(k) N zﬁ."‘) {1 f(k)
+ U

On note z* =Cc*(u")

"lLes géodésiques sont alors des demi-cercles centrés sur I'axe des

abscisses 3
v

H/ X \\e-[r |

¥
FII Ill

N 4 THALES

v =00) l +00)



Algorithme médian sur les CR ®©

Z(p+1)

"On initialise I'algorithme a un point quelconque Z dans H :
7© _ [Z(O) 7
"A I'étape p, on se déplace selon le gradient:
N Z(P) (k) (k) 2 |7 2
() :Zixsigne(Z,(p) —zl(k))‘ ’ ‘ ‘ ‘le ‘

l
(k) _

n ZP —c®\ 11 p BVEC 7= z
‘ k=1 | o / 1 ‘ P 2Re(z( )TZz(p))
ou Z est I'estimeé courant et ¢, deS|gne le centre de la geodeS|que

rejoignant Z a z,. M) () ()
Com = Re(Z")+ R E (p); Im(Z") ¢" =arg(Z,* _CZI(”))
e’z
(p)
1 L7 =c
(») ; (r) _ !
» T —C,m |EXP| = signe(Re(Z ,
24 P a8 ReZ™ = czpp) Z(”)—c(m +1/P

" ’entier p, initialisé a 1, décroit si I'écart entre deux itérés est
moindre que 1/p.

" Apres convergence, on retourne a :
EaaE exp(mediane(logwm) log(P?),....log(R™)))

Z (conv)

®©=(P,C(Z)) avec ¢
median (conv)
H C(Z ) Z(conv) +i IIE S




. Flot de gradient dans le disque unite de Poincaré @

18 ) Air Systems Division T H A L E 5
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: Résultats sur le premier coefficient de réflexion @

Superposition pour toutes
les cases distances des
moyennes et medianes

locale, avec les points de

données

18 ) Air Systems Division T H A L E 5
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| Equation de la chaleur et Géométrie de I'information (&

" L’equation de la chaleur fait intervenir une moyenne :
" Opérateur de Laplace intervenant dans le Flot de Fourier de la chaleur:

0°0 _ . [0x+Vx)-0(x)]-[0(x)- 0(x— Vx)]

=L
Ox* Va0 (Vx)’

2
Zx(? (VZ [H(x) 6(x ] avec O(x)= Olx + Vx); Ox~Vx)
" Ceci reste vrai avec le Laplacien en dimension supérieure :
0°6 0°6 2" [~
AG =div(V 0) = e VT [e(x) —e(x)]
O(x +Vx, )+ 6(x—Vx )+..+0(x+Vx, )+ 0(x—Vx, )
27’1

avec é(x) =

19 THALES



| Equation de la chaleur et Géométrie de I'information (&

" L’équation de la chaleur fait intervenir une moyenne :
" Opérateur de Laplace-Beltrami intervenant dans le Flot de Beltrami sur

une variéte : 8(9
8x ;

A
O o
2n Zg&u

A0 = 1”82 0 «9
Zg (Vx) [ (x) - )]
avec O(x) = Zaw((g(wr%%); Q(X_V% )j
Au
ou a,, = et Vx=Vx, =Vx,=..=Vx,

Zg

" L’équation de la chaleur se met donc sous la forme générale :

8(9
12 e —~ =A0 = p[ﬁ(x) o )] THALES




Equation de la chaleur et Géométrie de I'information (&

Equation de la chaleur % =A0 = p[é(x) — H(x)]
|

v

40d0° _ 2lo-d\o-6)  R,=1(6)"
|

dt d
—

Eld0.dor|= p’R,di* > p*1(6)*dr’

\
Tr[[(@).E[d(H ~6) alo-

— dO"1(0)d6 = ds? = npdt?

0—0

do” do
1(0)— =np?
. dt dt . ..._ES

y
=
e
D>
=
59

- é)*} - E(d6.46" )-db.dd"

Qb><—

)ﬂ +d6"1(0)d6 > np*ds®



Interpretation of Heat Equation by Information Geometry @

" Equation de la chaleur et géodésique :
" La géodeésique est donnée par :

a0

dao .[(9) do
dt dt

" Pour une courbe géodésique @ = @(t) son vecteur tangent @ = a9 (¢)
est de longueur constante par rapport a la métrique dS] , Soit :

Z do. do, o
& dt dt P

" La constante peut étre ChOISIe pour étre de valeur unité quand le
parametre t est choisi comme étant le paramétre d’arc curviligne « s ».

= AO = p[e(x) 6(x)|= =np°
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QUESTIONS @

Carl Ludwig Siegel
avee Georges Polya

" Constater que les théories les plus parfaites

sont les guides les plus srs pour résoudre les

problémes concrets~; avoir assez confiance en

sa science pour prendre des responsabilités

techniques. Puissent beaucoup de

mathématiciens connaitre un jour ces joies tres
19 ) ~ S@INES, quelques humbles qu'ils les jugent !"

®Jean LERAY
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