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Rapport de fréquences = F1/F2

1200 log (F1/F2) / log(2)

1 octave = 1200 cents
1 demi-ton tempéré = 100 cents 

Système tempéré

Valeurs en cents

unisson = 1
octave = 2
quinte juste = 3/2
tierce majeure juste = 6/5

Division de l’octave en 12 parties égales
demi-ton = 2^(1/12) = 100 cents



Ensemble de fréquences choisies dans un intervalle donné

L’équation n’a pas de solution entière.

12 quintes  7 octaves?

3 2
2

=
q p

Comma pythagoricien = 
12 quintes (3/2)

2

531441
23 cents

524288

12

77 octaves
= = =

Comma syntonique = 
1 tierce pythagoricienne 81/64 81

5/4 80

= 22 cents

1 tierce naturelle
= =

Tempéraments et Systèmes acoustiques



- Systèmes tempérés et micro-tempérés

- Systèmes pythagoriciens

- Systèmes mésotoniques

- Tempéraments historiques

- Systèmes harmoniques

- Systèmes non-octaviants

- Systèmes “justes”

Systèmes à n degrés  :    X = a 

Répétition de la quinte naturelle (3/2) - Répartition du comma pythagoricien

Quinte diminuée d’une fraction de Cs - Répartition du comma syntonique 

Différentes partitions

Fondés sur la suite des sons harmoniques naturels

Serge Cordier (TEQJ) - Wendy Carlos - Bohlen-Pierce, etc...

Harry Partch - Ben Johnston - Ervin Wilson, etc...

n 1/n
a = 2

Tempéraments et Systèmes acoustiques



Spirale des quintes
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Sur la surface log(z)
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Well-Formed Scales

Inventées en 1989 par David Clampitt et Norman Carey.
Etudiées ensuite par John Clough, Jack Douthett, Vittorio Cafagna, Thomas Noll, 
Gerald Meyerson, etc.
Une WFS est une gamme construite avec un générateur unique (a.z mod N) qui donne
toujours le même nombre de sauts intevalliques

Exemple : L’ensemble {0, 1, 3, 5, 6, 8, 10} (Forte 7-35) est engendré par 5z mod 12
est une gamme bien formée (5z = 0, 5, 10, 3 = 15 mod 12, 8 = 20 mod 12, etc.)
(0) 1 3 (5) 6 8 (10) 0 1 (3) 5 6 (8) 10 0 (1) 3 5 (6)
Mais l’ensemble {0, 1, 2, 3, 5, 7, 8, 10} (8-23) n’est pas bien formé
(0) 1 2 3 (5) 7 8 (10)  --> Pb : Différents steps 

Propriété de Myhill  : Une WFS a exactement un ou deux intervalles consécutifs. 
Si elle en a deux, on dit qu’elle est non dégénérée (WFS*)

Carey-Clampitt ont montré les équivalences :
S est une gamme bien formée non dégénérée (WFS*)
équivaut à S est autosimilaire
équivaut à S vérifie la propriété de Myhill

John Clough et Jack Doutthett (1991) ont défini les 
Gammes bien réparties (Maximally Even Sets) :
où les notes consécutives sont aussi éloignées que possible.
Un MES de p notes sur ZN s’écrit en notant [x] la partie entière de x
0, [p/N], [2p/N], ..., [(N-1)p/N] à une translation près

MES est différent de WFS



Systèmes cycliques

On se fixe un nombre w (e.g. w=3)
On  considère la suite :

(Well-Formed Tone Systems)

Pour la valeur w = 3, on a 

         . . .,  1/27, 1/9, 1/3, 1,  3,  9,  27, . . . 

Les valeurs sont recadrées dans [1, 2]  :

         . . .,  32/27, 16/9, 4/3, 1,  3/2,  9/8,  27/16, . . . 

Puis réordonnées par ordre croissant

Pour chaque n (= nombre de sons) , on obtient un système acoustique différent

Ces systèmes s’emboitent les uns dans les autres comme des poupées russes

Le plus petit écart intervallaire de chaque échelle est un comma
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Systèmes cycliques

- Pour {1/3, 1, 3}  on a  {C(1), F (4/3), G (3/2)}
                     L3 = c1 c2 c1
avec c0 = 3/2, c1 = 4/3 et c2 = c0/c1 = 9/8
- Pour {1/9, 1/3, 1, 3, 9 } on a
                     L5 = c2 c3 c2 c3 c2
avec c3= c1/c2 = 32/27
- Pour  k = 3, n = 2k+1 = 5, 
                     L7 = c2 c4 c2 c2 c2 c4 c2
avec c4= c3/c2 = 256/243

Cas des échelles pythagoriciennes : w = 3

c1 c1c2

c2 c3c3 c2c2

c4 c4c2 c2 c2 c2 c2

Echelles pythagoriciennes 
 

3 2 c1 1 c2 c2 = c0/c1 =  9/8 = 204 cents 
5 3 c2 2 c3 c3 = c1/c2 = 32/27 = 294 cents 
7 5 c2 2 c4 c4 = c3/c2 = 256/243 = 90 cents 

12 7 c4 5 c5 c5 = c2/c4 = 2187/2048 = 114 
cents 

17 12 c4 5 c6 c6 = c5/c4 = 312/219 = 23 cents 
29 17 c6 12 c7 c7 = c4/c6 = 227/317 = 67 cents 
41 29 c6 12 c8 c8 = c7/c6 = 246/329 = 43 cents 
53 41 c6 12 c9 c9 = c8/c6 = 265/341 = 2 cents 
65 53 c9 12 c10 c10 = c6/c9 = 353/284 = 3.6 cents 

 

 



Fractions continues

On se donne ! 2 [1; 2[ un élément générateur. Pour approcher les solutions entières
de

!q = 2p

on contruit une approximation des rationnels p=q tels que

p

q
=
log!

log 2
= log2 !

La décomposition du nombre log2 ! en fractions continues

log2 ! = [a0; a1; a2; :::] = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + ::::

Les convergentes sont les nombres

[a0]; [a0; a1]; [a0; a1; a2]; [a0; a1; a2; a3]; ::::



Semi-convergentes

Pour chaque convergente [a0; a1; a2; :::; an]; avec an > 1;

on appelle semi-convergentes les nombres

[a0; a1; :::; an�1; 1]; [a0; a1; :::; an�1; 2]; :::; [a0; a1; :::; an�1; an � 1]
Exemple : Pour la quinte ! = 3=2;

� = log2(3=2) = [0; 1; 1; 2; 2; 3; 1; 5; 2; 23; 2; 2; 1; 1; 55; :::]

Les convergentes sont les nombres
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Les semi-convergentes sont les nombres.

1;
1

2
;
2

3
;
3

5
;
4

7
;
7

12
;
10

17
;
17

29
;
24

41
;
31

53
;
55

94
;
86

147
;
117

200
;
148

253
;
179

306
; etc:

Théorème. Les dénominateurs des semi-convergentes de � = log2 ! sont les car-
dinaux des gammes bien formées d�une même hiérarchie.
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Arbre de Stern-Brocot

p

q

p’

q’

p + p’

q + q’=+

1 0

1 1

( )R = R (x) = 1/L(x)

1 1

1 0

( )L = L(x) = 1 + x

On redéfinit l’arbre de Stern-Brocot :



Arbre de Stern-Brocot tressé

A chaque noeud de l�arbre, on associe

� Un mot u sur l�alphabet fR;Lg correspondant au trajet suivi dans l�arbre.
� Une fonction A(x) obtenue en remplaçant dans le mot u les occurences de R et
L par la composition des fonctions

L(x) = 1 + x; R(x) = 1=L(x)

et une fonction B(x) = 1=A(x).
� La fraction B(1).
� Une matrice A obtenue en remplaçant chaque occurence de R et L dans u par le
produit des matrices

R =

 
1 1
1 0

!
; L =

 
1 0
1 1

!



Systèmes cycliques

Deux résultats essentiels :

Théorème 1. Soit 0 < ! < 1 et 1; p1=q1; p2=q2; :::; pn=qn; ::: les semi-convergentes
de � = log2(!): Chaque semi-convergente pn=qn détermine une hiérarchie de (n�1)
gammes bien formées non-dégénérées W1 � W2 � :::Wn�1 dont les cardinaux
sont les dénominateurs des semi-convergentes q1; q2; :::qn�1. Pour chaque j =
1; 2; :::; n � 1, la gamme Wj est l�image de l�ensemble Uqj de qj entiers adjacents
par l�application Uqj ! Zqn; z ! pnz mod qn. Si qj est pair (qj = 2k), l�ensemble
Uqj est dé�ni par U2k = f�k+1; :::;�1; 0; 1; :::; kg et si qj est impair (qj = 2k+1)
l�ensemble est U2k+1 = f�k + 1; :::;�1; 0; 1; :::; kg.



Systèmes cycliques

Théorème 2. La hiérachie des gammes bien formées non-dégénérées du théorème
1 est isomorphe à la hiérarchie des systèmes acoustiques bien formés. Pour chaque
j = 1; 2; :::; n � 1, si la matrice Aj associée à la semi-convergente pj=qj = A(1)

est notée

A =

 
a b
c d

!
alors les deux intervalles constitutifs x et y du système acoustique bien formé sont
solutions du système (

xayb = 2

xcyd = !

et donnés par les formules suivantes

x =

 
2d

!b

!1=(ad�bc)
; y =

 
!a

2c

!1=(ad�bc)



Systèmes pythagoriciens

On choisit ! = 3=2; n = 5 et la semi-convergente p5=q5 = 7=12: On construit la
hiérarchie des gammes bien formées pour j = 1; 2; 3; 4 avec z ! p5z mod q5:

� q1 = 2. La gamme a deux degrés. Elle est isomorphe à l�image de {0,1} par
l�application z ! 7z mod 12. C�est la gamme bien formée {0, 7} de Z12. Le mot
associé dans l�arbre de Sterrn-Brocot tressé est R et la matrice associée

A = R =

 
1 1
1 0

!
Le système cyclique associé (T1) a deux intervalles constitutifs donnés par la résolution
des équations xy = 2, x = !; i.e. x = ! et y = 2=!. Si on note c0 = y = 2=! et
c1 = x = ! on a

T1 = c0c1

et le système

C (1)� G (!)� C0 (2)



� q2 = 3. La gamme a trois degrés. Elle est isomorphe à l�image de f�1; 0; 1g par
l�application z ! 7z mod 12. C�est la gamme bien formée {0, 5, 7} de Z12. Le mot
de l�arbre de Stern-Brocot tressé est RR et la matrice associée

A = R2 =
 
2 1
1 1

!
Le système cyclique associé (T2) a deux intervalles constitutifs donnés par la résolution
des équations x2y = 2, xy = !; i.e. x = 2=! = c1 et y = !2=2 � c2.

T2 = c1c2c1

et

C (1)� F (2=!)� G (!)� C0 (2)



� q3 = 5. La gamme a cinq degrés. Elle est isomorphe à l�image de f�2;�1; 0; 1; 2g
par l�application z ! 7z mod 12. C�est la gamme bien formée{0, 2, 5, 7, 10} de Z12.
Le mot de l�arbre de Stern-Brocot tressé est RRR et la matrice associée

A = R3 =
 
3 2
2 1

!
Le système cyclique associé (T3) a deux intervalles constitutifs donnés par la résolution
des équations x3y2 = 2, x2y = !; i.e. x = !2=2 = c2 et y = 4=!3 � c3.

T3 = c2c3c2c3c2

et

C (1)� D (!2=2)� F (2=!)� G (!)� B[ (4=!2)� C0 (2)



� q4 = 7. La gamme a sept degrés. Elle est isomorphe à l�image de f�3;�2;�1; 0;
1; 2; 3g par l�application z ! 7z mod 12. C�est la gamme bien formée {0, 2, 3, 5,
7, 9, 10} de Z12. Le mot de l�arbre de Stern-Brocot tressé est RRRL et la matrice
associée

A = R3L =
 
5 2
3 1

!
Le système cyclique associé (T4) a deux intervalles constitutifs donnés par la résolution
des équations x5y2 = 2, x3y = !; i.e. x = !2=2 = c2 et y = 8=!5 � c4.

T4 = c2c1c2c2c2c1c2

et

C (1)�D (!2=2)�E[ (4=!3)� F (2=!)�G (!)�A (!3=2)�B[ (4=!2)�C0 (2)



� q5 = 12. La gamme a 12 degrés. Elle est isomorphe à l�image de f�5;�4;�3;�2;
�1; 0; 1; 2; 3; 4; 5g par l�application z ! 7z mod 12. C�est la gamme bien formée

f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11g

de Z12. Le mot de l�arbre de Stern-Brocot tressé est RRRLR et la matrice associée

A = R3LR =

 
7 5
4 3

!
Le système cyclique associé (T5) a deux intervalles constitutifs donnés par la résolution
des équations x7y5 = 2, x4y3 = !; i.e. x = 8=!5 = c4 et y = !7=8 � c5.

T5 = c4c5c4c5c4c5c4c4c5c4c5c4

et

C (1)�D[ (8=!5)� D (!2=2)� E[ (4=!3)� E (!4=4)� F (2=!)�

F] (!6=8)� G (!)� A[ (8=!4)� A (!3=2)� B[ (4=!2)� B (!5=4)� C0 (2)



Autres hiérarchies pythagoriciennes

Au lieu de prendre n = 5 et la semi-convergente p5=q5 = 7=12, on aurait pu prendre
une autre valeur de n et l�application

z �! pn � z mod qn

Par exemple pour n = 6, la semi-convergente p6=q6 = 10=17 et la dé�nition Uj =
f0; 1; :::; j � 1g conduit aux gammes bien formées suivantes

qj Wj

2 f0; 10g
3 f0; 3; 10g
5 f0; 3; 6; 10; 13g
7 f0; 3; 6; 9; 10; 13; 16g
12 f0; 2; 3; 5; 6; 8; 9; 10; 12; 13; 15; 16g



Systèmes dorés et mésotoniques

Les systèmes dorés sont construits sur le nombre d�or d�où dérive la quinte dorée

! = 2
15�

p
5

22 : Les systèmes mésotoniques diminuent les quintes d�une fraction r de
comma syntonique. Dans le mésotonique classique, r = 1=4 et la quinte vaut (51=4).
Dans les deux cas, les premières valeurs des semi-convergentes sont les mêmes

f1; 1
2
;
2

3
;
3

5
;
4

7
;
7

12
;
11

19
;
18

31
;
29

50
; :::g

La hiérarchie des systèmes acoustiques bien formés construit sur z ! 11z mod 19
avec pour ensemble Uj = f0; 1; :::; j � 1g conduit aux gammes suivantes

qj Wj

2 f0; 11g
3 f0; 3; 11g
5 f0; 3; 6; 11; 14g
7 f0; 3; 6; 9; 11; 14; 17g
12 f0; 1; 3; 4; 6; 7; 9; 11; 12; 14; 15; 17g



Vers une dé�ntion du diatonisme

Soit m un entier positif. Une gamme m-diatonique est une gamme bien formée non
dégénérée de générateur m dont le complément n�a pas deux notes consécutives.

Exemple :A = f0; 1; 2; 3; :::; N � 2g est une gamme 1-diatonique de ZN .
B = f0; 2; 4; ::; 2kg et une gamme 2-diatonique de Z2k+1.

� Il n�existe pas de gamme 2-diatonique dans Z2k:

� Si A est une gamme m-diatonique, le cardinal de A est maximum, i.e. il n�existe
pas de gamme B de générateur m de cardinal jBj < jAj tel que B soit une gamme
m-diatonique.



Gammes diatoniques généralisées

Une gamme diatonique généralisée A du tempérament égal à N sons (N � 12)

est une gamme m-diatonique qui vér�e la propriété
(S) Il n�existe pas de gamme bien formée non-dégénérée W entre A et Ac, i.e. telle
que le cardinal jW j véri�e jAcj � jW j � jAj
et dont le générateur m (2 < m � trunc(N=2)) minimise pour toutes les gammes
possibles la di¤érence jAj � jAcj :

Une gamme sous-diatonique est une gamme m-diatonique véri�ant la propriété (S)
dont le générateur ne véri�e pas la condition de minimalisation.

Exemple. Pour N = 12, la gamme diatonique usuelle A ={si, do, ré, mi, fa, sol,
la} ' f0; 1; 3; 5; 6; 8; 10g est une gamme 5-diatonique. Son complémentaire est
isomorphe à la gamme de générateur 5, f0; 3; 5; 8; 10g qui n�est pas 5-diatonique.
Le seul ensemble f0; 1; 3; 5; 8; 10g de générateur 5 entre A et Ac n�est pas bien
formé. Donc véri�e (S).



Gammes majeures généralisées

Une gamme tonale généralisée est une gamme m-diatonique (m > 1) qui contient
un ensemble à transpositions limitées. Une gamme majeure généralisée est une
gamme diatonique généralisée qui contient un ensemble à transpositions limitées qui
a parmi toutes les gammes possibles le plus petit cardinal.

� Si N est premier, il n�existe pas de gamme majeure généralisée.

Exemple. Pour N = 14, la gamme f0; 1; 3; 4; 6; 7; 9; 10; 12g est diatonique et con-
tient l�ensemble à transpositions limitées f0; 3; 7; 10g. L�ensemble f0; 1; 2; 5; 6; 7; 10; 11g
est une gamme 5-engendrée qui contient l�ensemble à transpositions limitées f0; 7g,
mais qui n�est pas une gamme 5-diatonique (son complémentaire a des notes adja-
centes).



Gammes diatoniques et majeures généralisées

L�astérisque indique les gammes majeures.

N Gamme diatonique D m jDj
12� f0; 1; 3; 5; 6; 8; 10g 5 7
13 f0; 2; 4; 5; 7; 9; 10; 12g 5 8
14� f0; 1; 3; 4; 6; 7; 9; 10; 12g 3 9
15 f0; 2; 4; 6; 8; 10; 12; 14g 2 8
16� f0; 1; 3; 5; 7; 8; 10; 12; 14g 7 9
17 f0; 1; 3; 5; 6; 8; 10; 11; 13; 15g 5 10
18� f0; 2; 4; 5; 7; 9; 10; 12; 14; 15; 17g 5 11
19 f0; 2; 4; 5; 7; 8; 10; 12; 13; 15; 16; 18g 8 12
20� f0; 1; 3; 5; 7; 9; 10; 12; 14; 16; 18g 9 11
21 f0; 1; 3; 4; 6; 8; 9; 11; 12; 14; 16; 17; 19g 8 13
22� f0; 1; 3; 5; 6; 8; 10; 11; 13; 15; 16; 18; 20g 5 13
23 f0; 1; 3; 5; 7; 8; 10; 12; 14; 15; 17; 19; 21g 7 13
24� f0; 1; 3; 5; 7; 9; 11; 12; 14; 16; 18; 20; 22g 11 13



Gammes diatoniques et majeures généralisées

N Gamme diatonique D m jDj
24� f0; 1; 3; 5; 7; 9; 11; 12; 14; 16; 18; 20; 22g 11 13
25 f0; 2; 4; 5; 7; 8; 10; 11; 13; 15; 16; 18; 19; 21; 22; 24g 9 14
26� f0; 2; 4; 6; 7; 9; 11; 13; 14; 16; 18; 20; 21; 23; 25g 7 15
27 f0; 1; 3; 5; 6; 8; 10; 11; 13; 15; 16; 18; 20; 21; 23; 25g 5 16
28� f0; 1; 3; 5; 7; 9; 11; 13; 14; 16; 18; 20; 22; 24; 26g 13 15
29 f0; 1; 3; 5; 7; 9; 10; 12; 14; 16; 18; 19; 21; 23; 25; 27g 9 16
30� f0; 1; 3; 5; 7; 8; 10; 12; 14; 15; 17; 19; 21; 22; 24; 26; 28g 7 17
31 f0; 2; 4; 6; 8; 10; 11; 13; 15; 17; 19; 21; 22; 24; 26; 28; 20g 11 17
32� f0; 1; 3; 5; 7; 9; 11; 13; 15; 16; 18; 20; 22; 24; 26; 228; 30g 15 17
33 f0; 2; 4; 6; 7; 9; 11; 13; 14; 16; 18; 20; 21; 23; 25; 27; 28; 30; 32g 7 19
34� f0; 2; 4; 6; 8; 9; 11; 13; 15; 17; 18; 20; 22; 24; 26; 27; 29; 31; 33g 9 19
35 f0; 1; 3; 5; 7; 9; 11; 12; 14; 16; 18; 20; 22; 23; 25; 27; 29; 31; 33g 11 19
36� f0; 1; 3; 5; 7; 9; 11; 13; 15; 17; 18; 20; 22; 24; 26; 28; 30; 32; 34g 17 19



Chromatisme diatonisé

Inventé par Ivan Wyschnegradsky 
Echelle de 13 sons = gamme tonale dans l’univers des quarts de ton
Construite par enchaînement de deux heptacordes

24 transpositions appelées “positions”



Chromatisme diatonisé

Prélude Opus 22, no 3.



Chromatisme diatonisé généralisé

La théorie de Wyschnegradsky se généralise à un tempérament égal de N degrés.

Théorème. Soit k un entier k � 2. L�ensemble

Wk = f0; 1; 3; 5:::; 2k + 1; 2k + 2; 2k + 4; :::; 4k + 2g

est une gamme diatonique généralisée de jWkj = 2k + 3 degrés, dont le générateur
est m = 2k + 1 dans le tempérament égal à N tons, et

N = m+ jWkj = 4k + 4

L�échelle Wk est une gamme majeure généralisée qui contient l�ensemble à transpo-
sitions limitées f0; 2k + 2g.
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