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Un canon est un couple (R, S) de sous-ensembles de Zy, tel que

Exemple pour n = 8,
{0,2,5,7} © {0,4} = Zg

Sous forme de table

R+ 4 1 1|1 1




Soit A un sous-ensemble de Zy, on définit son polynéme caractéristique

A(z) = ) z°
acA
Pour R = {0,2,5,7}
R(z) =1+ z°+ 2> + 2’
La somme directe R @ S a pour polynéme le produit
R(z)S(z) =14z + ..+ 2" ! mod 2" — 1

Et I'union de deux sous-ensembles R U .S a pour polyndéme caractéristique la somme

R(x) + S(x)

On transfére ainsi un calcul ensembliste sur |'algebre des polynémes.



Un sous-ensemble de Z,, est périodique si

I € Zn\{O}, A=A+

Soit G un groupe abélien, G est un groupe de Hajoés, si un des deux facteurs de la
décomposition G = R @ S est périodique.

Le canon (R, S) est apériodique si Z, = R&® S est un groupe de non-Hajds.

Théoréeme de Sands-de Brujin. (R, S) est un canon apériodique si et seulement si
n = pgninyns, avec pni > 2, gny > 2 et ged(nip, naq) = 1.

n = (2, 108, 120, 144, 163, 180, 200, 216, 240, 252, 264, 270, 2380, 233, 300, 312,
324, 336, 360, 378, 392, 396, 400, 4038, 432, 440, 450, 456, 468, 430, 500, 504, 520,
528, 540, 552, 560, 576, 588, 594, 600, 612, 616, 624, 648, 672, 675, 680, 684, 696,
700, 702, 720, 728, 744, 750, 756, 760, 784, 792, 800, 810, 816, 828, 864, 830, 882,
388, 900, 912, 918, 920, 936, 945, 952, 960, 968, 972, 980, 984, 1000.



Deux canons (R, S) et (R’,S") de méme longueur |R| = |R/| et |S| = |S’| sont
équivalents s'il existe un translation T); et une permlutation o de S|S|

T;(R+ s;) = R + S0 (i)
pouri=1,2,....|S|. Les voix de (R, S) sont les voix de (R, S") a une permutation
pres.

T

Action du groupe cyclique Cy. Pour n = 8, {0,2,5,7} — {7,0,2,5} N
{0,1,3,6}

R 1|1 1 1
R+ 4 1 1|1 1

Action du groupe diédral Dy,. {0,2,5,7} — {0,6,3,1} ~ {0,1, 3,6}.
Action du groupe affine An. S ~ S’ si et seulement si S’ = aS + b. Ex :
{0,2,5,7} == {0, 14,35,49} ~ {0,6,3,1}



Vuza a proposé un algorithme pour construire les canons apériodiques.

n | p1|p2 | n1|na|n3|S(Ch)| R(Cn) | S(Dn) | R(Dn) | S(An) | R(An)
212132 3|2 3 6 3 3 1 2
120 2 | 5| 2 | 3 | 2 8 6 6 3 2 2
120 2 | 3 | 2 5 2 16 20 12 10 5 3
144 | 2 | 3 | 4 | 3 | 2 6 36 6 18 1 6
144 | 2 | 3 | 2 3| 4 3 2808 3 ? 1 ?
168 | 2 | 3 | 2 4 2 104 42 65 21 15 4
168 2 | 7 | 2 | 3 | 2 16 6 11 3 3 2
180 2 | 3 | 2| 3 |5 3 ? 3 ? 1 ?
180 2 | 3| 2|5 | 3 16 I¢ 12 ? 5 ?
2000 2 | 5| 2|5 | 2 125 20 75 10 8 3

MAIS : Les solutions de Vuza ne décrivent pas tous les canons apériodiques.




Sous I'action du groupe cyclique, on a 3 solutions S (et 6 solutions R)

S; = {0,18)} @ {0,8,16} = {0, 8, 16, 18, 26,34} de structure [8, 8, 2, 8, 8, 38]
S, = {0,18} @ {0,8, 40} = {0, 8,18, 26, 40, 58} de structure [8, 10, 8, 14, 18, 14]
S3 = {0,18} ¢ {0,8,64} = {0,22,38,40,54,56} de structure [22,16,2,14,2,16]

Sous Dy, on a les mémes solutions. Sous le groupe affine, il n'y a qu'une solution
So =557 et S3 =757

Pour la solution R, il y a 6 solutions sous C'y,, mais 3 solutions sous Dy,

R1 = {0,1,5,6,12,25,29,36,42,48,49,53} et [1,4,1,6,13,4,7,6,6,1,4,19]

R, = {0,5,6,9,12,29,33,36,42,48,53,57} et [5,1,3,3,17,4,3,6,6,5, 4, 15]
R; = {0,6,11,12,15,35,36,39,42,48,59,63} et [6,5,1,3,20,1,3,3,6,11, 4, 9]

Sous l'action du groupe affine, il n'y a que 2 solutions,

Rs = TR,



Le polyndme caractéristique de S se factorise en polynémes cyclotomiques

S(x) =1+ a8 + 210 + 220 + 23 = ¢30406072024036()

L'ensemble des indices est noté
Te={3,4,6,12,12,24 36}
Pour R, la méme décomposition donne
Tpr ={2,8,9,18,72}
Et la réunion des deux ensembles est |'ensemble des diviseurs de n

TgUTRU{1} = diviseurs(72)

Probléeme : Déterminer Tq et TR pour un canon apériodique.



Pour n = 72, on a trois solutions qui s'écrivent

Si(z) = 1428+ 210 4220 1+ 234 = $adudedTobradss(x)
Sa(z) = Si(z)(1 — 2%+ 22*) = Sy(2)¥y(z)
S3(z) = Si(z)(1 — 2%+ 2'°) = Sy(2)Po(z)

Probleme :

Etudier la partie non-cyclotomique, i.e. la structure algébriques des fonctions

S1(z) = Sa(z)(1+ 2° — 2*0) = Sy(2)3()
Si(z) = S3(z)(1 — 2% + 2*°) = Sa()ihy(x)

On a la relation

Y193 + Yothy = 2



Si on note u,, le groupe des racines de I'unité (" = 1,

dn(z) = ][(z =) €Z[z]

d|n
Exemples : ¢g(z) = =,
p1(z) =z —1 d4(z) = 2% + 1
Po(x) =7 +1 ¢6(ZC):ZB2—ZE—|—1
¢3(z) =a? + w41 p1o(z) =2t — 2?2 +1

Propriétés élémentaires

(1) Pour tout entier n,

2" — 1= [[gg(z) = [[ (= — 1)*/9)

d|n d|n



ot u est la fonction de Moebius (1) = 1, u(n) = 0 si n est un carré, u(n) = —1
si n est le produit de nombres premieirs distincts.

(2) Si p est premier

¢p(x):1+x+x2+-~~+xp_1

(3) Pour une puissance P

Dy _ Pps(T) si p est un facteur de s
¢s(2") = Ps(T)Pps(T) si p n'est pas un facteur de s

(4) Si s et p sont premiers entre eux

qbs(wp) — H(/b'rs(x)

r||p



Théoréme 1. Si (S, R) est un canon apériodique de Zp, r un entier » > 1, alors le
canon

S'=rS®{0,1,...r—1}et R =rR
défini par les polynémes
S'(z)=1+4z+..+2"1)S(") et R'(z) = R(z")

(S’, R') est un canon apériodique de Zp,.
Exemple. n =72, r = 2,

S(x) = ¢30a06032024036()
R(x) = ¢apgpgp18072%(x)

(S’, R") est un canon apériodique pour n = 144

S'(x) = S(z%) = p306bgP10054¢ag(T)
R(z) = R(z®) = p4b1600¢180360144%(7°)



Théoréme. Pour n = pgninons, le canon
S = qgnonz{0,1,....,m1 — 1} ® pnin3{0,1,....no — 1}
R = AUTl(B)U...UTn3_1(B)

avec

A = non3({0,1,.,q — 1} ® n1{0,1,...,p — 1})
B = nin3({0,1,...,p— 1} ® pn2{0,1,..,q — 1})
est un canon apériodique.

On pose n; = r*tl ny, = sBtl et ng = t7F1. On calcule les polynémes
caractéristiques :

S(z) = H b, <$t7+185+1q> H b, (xt’Y—i—lToz—Flp)

u|rotl u|sPt1



Y+1lg6+1 Y+1g6+1 Y+1g8+1
S(zx) = o, (mt s q) ¢, (:Bt s Q> P at (xt s Q) :

Y +1lpo+1 Y1041 Y +1lpo+1
D <:I; S R JO N A ) I ST I A

Pour calculer R(x), on calcule d'abord les polynémes A(x) et B(x)

+1,6+1 a+1 B+1y+1
A(Q’J) — qu (wt7 ° > qbp <CUqT 5 t )

B(z) = ¢, (OUTQH{YH) Pq (a:praﬂsﬁﬂﬂﬂ)

L'ensemble T'p
Tp =TaNTgU{t, ¢, ..., 7T

Pour se débarasser des puissances de x, il faut utiliser la propriété suivante

¢ (zP) = ¢ps($) si p est un facteur de s
S ¢s($)¢ps(3&‘) si p n'est pas un facteur de s

et donc distinguer les cas ou s et p sont premiers entre eux ou non. D'ou les 14 cas
suilvants.



Pour les canons apériodiques, n = pgninonsz. On pose ny = r®t1 n, = sPt1 et
n3 = t7T1. Comme ged(nip,noqg) = 1, on a nécessairement

p#q p#S
qFT r#£S
Il reste 14 cas a étudier (on note uniquement les entiers premiers distincts)
1 pqrst 8 pqrqq
2 pqrsr 9 pqpst
3 parsp 10 pgpsp
4 pqrsq 11 pgpsq
5 parqt 12 pagpgt
6 paqrgr 13 papgp
7 pqrgp 14 papqq



Si p,q,r,s,t sont tous distincts on peut "descendre" les puissances, on a :
Tg = r{1,q}{1,r,....,7r*H1,s,..., 35+1}{1, t, ..., t7+1} U
s{1,pH1, 7, .., r 9T 1, s, ..., P, 8, . 0T

De méme, pour les polynémes A(x)

A2) = 8, (775 g, (s 0200
- q p

on a

Ta = ¢fls, ., s" Lt T Up{L, ¢}{L, 7, 7 FTY
{1,5,...,s" THH{1,¢, ...t}

ldem pour B(x)
a+1py+1 a+1 B+1py+1
B(x) = ¢, (azr t ) bq (wpr st )



on a
Tg = q{l,p}{l,fr,...,ro‘+1}{1,s,...,36+1}{1,t,...,t7+1}U
p{l,r,...,ra+1}{1,t,...,t7+1}
d’ou
Tp = TyNTgU{tt?, ... 7T
= {8, . 0T ug{L, s, ., P L 0T

Up{l,r, ... roT 1 e 0t
U pg{l,r,....r®T 1 1,s, ..., ST ¢, ... 01}

Sia =3 = = 0. Les indices des polynémes cyclotomiques de S sont

T = r{1,q}{1, sH1, ¢} U s{1, p}{1,7}{1, ¢}

Pour n = 2310, p =2,9q =3, r =5,s =7,t = 11, les indices sont

Ts = 5{1,3}{1,7}{1,11} u7{1,2}{1,5}{1,11}
— {5,7,14,15,35,35,55,70,77, 105, 154, 165, 385, 385, 770, 1155}



Les entiers 35 et 385 interviennent deux fois dans le calcul des indices, ce qui signifie
que les polynémes cyclotomiques associés ¢35 et ¢3g5 interviendront deux fois dans
le produit ¢g :

b5(T) = Ps5d7¢14015035P550700770105P154P165P385P770P1155 ()

Les indices du polynédme R se calculent de la méme maniére en utilisant la formule
précédente

T = {t} U [Q{]-? 3} Up{l,’l“} UPQ{LT}{]-) S}] ' {17t}
Pour n = 2310,

Tr = {11} U3{1,7}{1,11} U2{1,5}{1,11} U6{1,5}{1,7}{1,11}
= {2,3,6,10,11,21,22, 30, 33, 42, 66, 110, 210, 231, 330, 462, 2310}



En remplacant ¢ par r dans S(x)

Y+1g6+1 Y+1g8+1 Y+1g6+1
S@) = b0 (7770) g (7)o (7Y,

On descend les puissances de r

B+1 B+1 B+1
S($) — ¢7’7+2 (ws Q) ¢T7+3 (xs q) "'¢T04—|—’y—|—2 ($8 C]) .
aty+2 at+y+2 a+y+2
Ps (:UT p) G 2 (xr p) b B (xr p)

On a donc

S(x) =

r ¢ur7+2(x)

ulgsPtl

II  dus(2)

v|proty+2 v|protrt2

ulq

Py +Hlpa+l Py +H1lpa+l Py +lpa+l
¢S (‘/'E P ¢82 XL p ...¢85_|_]_ €T p

:I ¢u7"7+3 (x) o0t | ¢ura+'7+2 ('CU)

sPt1 ulgsPft1

—[ ¢U82($)... \ ¢v35+1(w)
fu|p7’~a+’y+2



D’ou

Ts = v 20w, ul| gr¥sP T us{v, v | protr2s0)
— 201, M1, O s, L, SPTI U
s{1,pH{1,r, ...,TO‘+7+2}{1,8, ...,35}

De méme,
Th = {r,r2,...,r7+1} U q{l,s,...,85+1}{1,r,...,r7+1}
Up{l,r, ...t} U pe{l,r, ..., r*T1H1, s, .., 35+1}
Poura =0 =~v=0,
Ts = r{1,q}{1,sH{1,p} U s{1,7}{1,p,p°}
Tr = {p} U {1, s}{1,p} U p*{1,7} U p°q{1,r}{1, s}
Pourn =420, p=2,q=3,r=5,s=7

Ts¢ = {5,7,10,14,15,28,30,35,53,60, 70, 105, 140, 210}
Tr = {2,3,4,6,12,20,21,42,60,84,420}



Les deux solutions

Ts = p"2{1,.p"H1, ¢, ¢ 2} U of,q, ., " M1, pt T3
TR = {p,...,p7+1} U {pOé+’)’—|—3} U q6+2{1,p,...,p7+1} U {q5+2pa+7_|_3}

Sia=8=~=0,

Ty = p°{1,q,¢°} U ¢{1,p,p* p>}
Tr = p U p> U ¢*{1,p} U ¢*p

Ts = {3,4,6,12,12,24, 36}
Tr = {2,8,9,18,72}



Les deux solutions

Tg = p{l,...,po‘}{l,q,...,q5+’7+3} U q’7+2{1,q,...,q6}{1,...,pa+2}
Tpr = {q,...,q7+1} g {q5+’Y+3} U pa+2{1,q,...,q7+1} U {q5+’>’+3pa++2}

Sia=8=~=0,

¢*{1,p,p*} U p{l 4,9%, ¢}
{q, 83, p%, p°q, p°¢°}

= {2,6,9,18,18, 36,54}
= {3,4,12,27,108}



Pour n = 108, le canon de longueur 18
R = AUTy(B)UTg(C)
= {0,4,8,9,10,18,26,40,44,46,54,62,63,72,76,80, 82,98}
avec
C = mninpn3{0,1,...,pg — 1}
18{0,1,2,3,4,5}

n'est pas solution de Vuza, n’est pas une solution "canonique". Son polynédme carac-
téristique

R(x) = ¢304012¢27P108%(T)

avec
W(r)=1—o+z3+ .. +233 — 23 4 23

La structure cyclotomique est conservée, mais le reste est compliqué.



Lagarias-Szabo ont proposé le canon suivant pour réfuter une conjecture de Tijdeman

U = 36{0,1,..,4} & 100{0,1,2} ¢ 225{0, 1}
vV = 30{0,1,2,6,7,8,10,11,12,13,16,17,18,19,22,23,25,26,28,29}
U 18{7,17,27,37,47} U 20{11,26,41} U 75{5,11}
Les indices des polynémes cyclotomiques
Ty = {2,3,5,6,6,10,10,12,15,18, 20, 30, 30, 30, 45, 50, 60, 60,
75,90, 90, 150, 150, 180, 300, 450}
Ty = {4,9,25,36,100,225,900}

Le polynbme

V(z) = PadgPa5936%1009225%900¢(T)

a pour reste

P(x) =1 — 22 g3 %27 428 430



Lagarias, Szabo Universal Spectra and Tijdeman’s Conjecture on Factorization of
Cyclic Groups, 2000.
La solution canonique correspond au cas 12, pgpgt

S = 1004{0,1,2} ¢ 225{0, 1}
R = A UTi(B)U...UTp(B)
avec
A = 75({0,1,2} ©6{0,1})
B = 6(6{0,1,2} @ {0,1})
a=0=0,y=1,t=5,p=2,q=3 (oul'inverse p =3, g = 2)
Tr = {4,5,9,20,25,36,45,100,180,225,900}

= Ty U {5,20,45,180}
= Ty U 5{1,4}{1,9}

La solution de Lagarias-Szabo modifie la structure cyclotomique de la solution canon-
ique.



Conclusions

La décomposition cyclotomique de la solution canonique est connue pour toute

valeur de n.

Tout canon périodique vérifie la condition (T2) de Coven-Meyerowitz.

La solution canonique vérifie la condition (T2) de Coven-Meyerowitz.

Pour montrer que la conjecture de Flugede est vraie en dimension 1 ou pour
montrer que (T2) est vraie pour tout canon, il suffit de montrer que la condition
qu’'un canon apériodique vérifie (T2) est équivalente a la condition que la solution
canonique vérifie (T2). Comme cette derniére condition est vraie, il s'ensuivra

que Flugede est vraie.
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