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Types de pavages
Pavages de la ligne: somme "usuelle”
Pavages du cercle : somme modulo n

La tuile R = 11 pave la ligne Z4 R ={0,1} S ={0,2}

01123 ReS |01
R |1(1/0]|0 0 0|1
R+2 (0011 2 2|3

La tuile R = 1001 pave Z4 sur Z (mais pas sur N).

R = {0,3} S ={0.2}

0]1]2]|3|0f1 0/1]2]3
R |1/0]/0]|1 R |1/0]0]1
R+2 1/]0(0]1 R+2(0|1]|1]0




Construction des pavages de la ligne

Décomposition de n en nombre premiers n = py...pr

L = Lpy ® prLpy ® .. B (P1---Pr) Lp,

Exemple : Pour n = 12, on obtient 8 canons

n R
1x12 21 ® Z1o
2x6 Lo @ 276
3x4 L 37,
4x3 24@423
6x2 Zg & 6Zo

2x2x3|ZpB20r P 4Ls
2x3x2| Zo@®2l3p6Lo
3x2x2|Z3®3%y®6Zo

Algebre tensorielle

Eléments générateurs horizontaux
Hy =[I[1]= 1]

Eléments générateurs verticaux

"/‘1' =

Propriétés :
Hp @ Hq = Hq ® Hp = H;n;

V;; ® V;‘a V;f @ 'l)}; - ‘{nq
(Hp®Vg)" = Vp® Hy




Exemple

1/0/|0 1
T i= H2®V3®V2=|l|l‘® 0|1|]0|® 0
0|01
A1 o 0
T = A 0 |e|sto
0 raray] Lol
1(1(0|0|0|0O|0O|O|O|O]|O]|O
o|0|1|1|0|0|O|0O|O|Of|O]O
T = o|0|0f0f1|1|0|0|0O|OfO]0O
—|o|ofoflojo|o|1][1|0|0]0]O
ojojojojojojojoj1|1f0]|O0
oj0|0|0OfO|O|O|0O|O|O|1(1
T = {0,1}9{0.2.4.6,8.10} = Zy & 2Zg

Pavages de la ligne pour n =12

Il existe huit canons

n R T
1x12 Zl@zlz HIZ
2x6 Lo @ 2Zg Ho ® Vg
3x4 L3 B 37y Hy @ Vy
4x3 Lg D473 Hy® V3
6 x 2 Zg & 6Zo He® Vo

2X2X3 |2 P2y Pdiz | VoRH3® V5
2xX3x2|Zo®B283B67 | Hh@ Vo ® H3
3x2x2 | 23032064y | Hy@ Vo ® Ha




Pavages du cercle
Existe-t-il un produit tensoriel tordu sur le cercle ?

Exemple : Considérons le canon : 5Z¢g @ 679

1/1)0j1|0j1|0|0|1|0f1]|0
0|0[(1|0|1|0|1|1|0|1]|0]1

On déplace la premiére colonne en fin de tableau et on décale sur une ligne

1(0(|1|0([{1]|0O
oj1j{0j1]/0]|1

—
-
o
=
(=]

Dénombrement des canons

n | Ny | Zn | Total 9 2|2 | 4
2/ % 0 1 10(3|3 |6
3|1 0 1 11|10 1
4| 2 0 2 128 |15| 23
5| 1 0 1 13(1|0 |1
6| 3 0 3 14 | 3|10 13
) T 0 1 1513|2225
8| 4 2 6 16 | 8|41 |49




Pavages a plusieurs tuiles

Pavages a p tuiles Ay, de Zy,,...Zy, par plongement dans ?"fg{,_d(ul‘,lz _____ np)

Exemple :Pavage 4 deux tuiles A = {0,1} dans Zg et B = {0,2} dans Zg
01123 5

4

A TiTiloloTolo B [0|1|{2]|3]|4]5

B [1|{0|1]|0|1]|0

A+2|0|0|1|1|0]|0 Brilol1lol1lo0l1
A+4 (00|00 1|1

Plongés dans Z1; ces deux tuiles A = {0,2} et B = {0,4,8} conduisent au
pavage A ¢ {0.4,8}U B & {1,3}

0J1]2[3]4[5[6[7][8]9]10]11
A |1 1 f
_A+4 | B I 1 I O
Ay | T T 1 3l T8
B+1 1 [ 1 1
B+3 1| | 1 1

Pavages d'accord

Exemple : A chaque pavage est associé un mot formé d'une numéro de ligne

dans laquelle 1 apparait

ligne 1
ligne 2
ligne3|0(0|0|0|1

A partir du mot w, on construit toutes les pemutations possibles o, (w) qui n'on

o|=|o
=1
k=11
= Ol W
oo~

— w=112233

=lololw,

aucun chiffre commun par colonnes

112233 w
331122 ao(w)
223311 a3(w)

On obtient deux permutations : le motif pave donc un accord de trois notes

(nombre de lignes) sur trois voix (nombre de peremutations).




Pavages d'accord (2)

Construction de pavages d'accord a partir de pavages a p tuiles

Exemple : A partir du pavage 3 deux tuiles A @ {0,4,.8} U B @ {1,3} on a
w = 114522453345 qui se superpose a op(w), og(w) ou oig(w) ce qui donne
trois pavages d'un accord de cinq notes sur deux voix. Par exemple pour op(w)

0(1|/2|3|4|5|/6(7|8|9|10]|11
1]1(2]2
111(2]2

11112 ] 2

2 1 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1

On peut aussi superposer w a o3(w). o5(w) et o1g(w)
1/1(4|5(2|2(4|5|3|3(4|5| w
3/4(5(1]1(4]|5(2]2]4]5|3] o3(w)
5[3[3[4]5[1]1]4[5]2]2[4] os(w)
4(5/2(2(4[5[3(3[45]1]1]c10(w)

ce qui donne un pavage de 5 notes sur quatre voix

0/1|2|3|4|5(6|7|8|9|10]11
1|1 212133 4 | 4
414111 212|133
21313 41411 2
4121 4(2(1|13|4]2]1] 3
3|14(2|1|3[|4]|2|1|3|4[2]|1

On peut aussi superposer w a a(w), o7(w) et ogg(w) ou a o3(w), og(w) et
ag(w).




Les métacanons de Larry Polansky

http://music.dartmouth.edu/~larry
N-Voice canons ou méta-canons

construits sur des permutations de N éléments

CBAD BCAD BACD BADC
BDAC DBAC DABC DACB
DCAB CDAB CADB CABD
ACBD ABCD ADCB ACDB
BCDA BDCA DBCA DCBA
ABDC ADBC CDBA CBDA

Compression temporelle des voix
A la nue accablante tu

Basse de basalte et de laves
A méme les échos esclaves

Par une trompe sans vertu
> >
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Guitar 4 FE——%—p— X !. — I—-—.-.—?—'—-—l-“—""‘!""_._l_'_.—I—u
=

BDCADBC ADCBAAB DCADBCC DBEACEBEDA

8
T T 1
Guitar § - t

> = > = > > > =
BCDABDCA DBCADCBA ABDCADBC CDBACEBDA

2

Guitar 6

s > > GF. 4 4 = PR
ACDBBCDAB DCADBCADC BAABDCADB CCDBACBDA




Les métacanons de Larry Polansky

Frog Peak Music
http://www.frogpeak.org/

Cold Blue Music

http://www.coldbluemusic.com
Four-voice canons

Extraits

Plage 5 : # 14 (2002) Kid Canon (1'37”)

Plage 6 : #16 (2002) Canon in One Octave
for Arthur Farwell (2'01”)

Plage 15 : # 18 (2002) Trio Canon for
Christian Wolff (5'05")

Un canon de Vuza

Théoréeme. Soit Z;, un groupe non-Hajos avec n = py.p2.n1.1n2.173.

Soient A et B les ensembles

A
B

Il

non3(Zp, & poniZp,)
nyn3(Zp, ® p1nalp,)

I

Soit T(B) = {j} @ B la translation de longueur j. Alors le couple (R, S)

S = n3(p2ngzn1 eap]_ﬂ]_zng)
R = AUTy(B)U..UT,; 1(B)

est un canon de Vuza.




Preuve

Lemme

Za® G'Zlil L Zﬂ.b
cZa @ aZpe = Lope mod abe ged(a,c) =1

Calcul.

S®&A = pangnalng ® pininzln, @ nonzlyp, ® paninansly,
non3(paZng @ Lp,) ® ninz(p1Zn, @ panaly,)
non3(Znypy) ® n103(p1Zny © panolp,)

non3(Zngpy @ pan1Zp,) B ninap1Zn,

I

non3Zpypony ® n1nap1Zng
713(“13’12?4’.2 HQZP‘U?QH‘L)

Il

“3‘53'11»2”-1112

Preuve (Suite)

S@& B = pononzln, @ p1ninsln, G ninzly, & pyningnaly,
p1ran3(Zny @ nolp,) ® n3(panolng & n1Zp,)
nan3(Zpy © p1Zngpy) @ nonapaling

n3(nlzplpgng @ 1‘3271227:1)

Il

= n3Lpyponyny

Se&R = 1‘132;1”)27:1?:.2 U {1} 5] ﬂ3zplpznlﬂ.2 u...u {?13 = 1} &b n3zpuizuln.2
= Zplmnlngn3
L,




Exemple

Pourn=72,onapi=ny=n3=2etpr=np=3

A
B

Le couple (R, S)

673 @ 367, = {0, 6. 12,36,42, 48}
47, @ 2473 = {0,4, 24,28, 48,52}

S = 187, @ 8Z3 = {0.8.16.18,26,34}
R = AUTy(B)={0,1,5,6,12,25,29,36,42,48, 49,53}

Il

est un canon de Vuza.

Hypothese

Tous les canons de Vuza sont engendrés par des transformations simples de A,
B, S.

Il existe des applications u;, v; telles que tous les canons de Vuza s'écrivent

9}
|

(PQ”E"B)-"‘-O(ZHl) @® (Pl”-lu.”B)-'“-l(znz)
vg(A) Uvy(B)U...Uwy,, 1(B)

)
|




CaS n=72

Il existe au moins 3 solutions S
S =18Z; ® 2373 avee k=0,1.2

Dont les écarts valent

& AS =
[88.2.8838] | S

16,2,14,2,16,22] | 75;

10,8,14,18,14,8] | 55;

M=o

Il existe au moins 3 solutions R
R=AUTy1(B) avec £=0,1,2

Dont les écarts valent

AR
3,3,6,11,49,6,5,1,3,20,1
1,41,6,13,4,76,6,1,4,19
3,3,15,15,4,56,6,3,4,17

[ =] Ry

CaS n = 108

Pourn =108, cnapi=n1=2etpo=nps=n3=3

A
B

973 & 547, = {0,9, 18,54, 63,72}
67, ® 36Z3 = {0, 6, 36,42,72,78}

Il

Il existe au moins 3 solutions S
8 =217 ®3.2"3Z; avec k=0,1,2

Dont les écarts valent

AS
.12, 12, 57, 12, 12]
[24, 3, 21, 3, 24, 33]
[i%, 12,21, 27, 21, 13)

Les solutions sont isomorphes & 5,55,75.

M=o




108

Cas n

Il existe au moins 42 solutions R de la forme :

= A UT!'(B) UT,(B)

g

AR;;
[1, 1,5,1,1,9,19,1,5,1,10,9,9,1, 1,5, 1, 28]

1,4,2,2,2,7,19, 4,2, 47,909, 1,4,2 4, 25
1,6,1,1,5 4,19,6,1,6,4,9,9,1,6,1, 6, 22

1,6,2,2,6,1,19,6,4,6,1,9,9,1,6,4, 6, 19

1,6,2,5 4,2,17,6,7,4,2,7,9,1,6,7, 6, 16
1,6, 2 8, 1,5, 14, 6, 10, 1, 5, 4, 9, 1, 6, 10, 6, 13

1, 6:2.9,2,6, 11,5,11, 2,6, 1, 9,1,6; 136,10
1, 6:2,9; 5,:6,8:6,11,5,4,2, 7,1,06; 16,6, 7
1,6,2,9,8 6,5 6,11,8,1,5, 4,1, 6, 19, 6, 4

106,20 :9:11:.6,:2:.0; 11::9::2; 6, 3:1:/6,22; 6, 1

1,1,5,2,9,14,5,1,5,11,9,5,4,1,1,5,25, 4
1,4,2,2,9,17,2,4,2,11,9,8,1,1,4,2, 28,1

(4,5)
1,2

1;:5
1,8
1,11
1,14
1,17
1, 20
1, 23
1, 26
1, 29

32
1,35

1
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Cas n=120=25.232

Pourn =120, onap;=n;=n3=2et pp =5 et ng = 3.

{0,6,12,18,24,60, 66, 72, 78, 84}
{0.4,24,28,48,52,72,76,96, 100}

6Zs5 @ 60Zy =

A
B

470 & 2475

Il existe au moins 6 solutions S

307y @ 28 T30(Z3)

5 =

Dont les écarts valent
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Cas n=120=25.232

Il existe au moins 9 solutions R

R = h(A) U ({2¢ + 3} @ 11B)

avec h(A)=Aetk=0,..5et h(A) = A" =6{0,2,3.4,6} P 60Z,.

h(A) | € AR
A |0/ [3.3.6.6,5,1,320,4,09,6,5,1,3, 3,6, 11, 4,20, 1
A |1]| [I,4.1,6,6,6,1,4 90,4,7,6,6,1,41, 6,13,4, 19
A [2] (331,566 3,4 20,4,5,6,6,3,3,1,5, 15, 4, 17
A [3/(51,3.3.6,6,5 4 20,4,3,6,6,5,1,3, 3, 17, 4 15
A [4061,41,667420,4,1,6,6,6 1,4, 1,10, 4, 13
A |5 63315604 20,3,1,5,6,6,3,3, 1,20, 4, 11
A" |0][309 65 1,3,0, 11, 4,9 11, 1, 3, 3, 6, 11, 1, 3, 20, 1
A" |1[[1.4,7.6,6,1,4,7,13,4,7,12,1, 4,1, 6, 12, 1, 4, 19
A 2| [3,3:5.6 6,8 4,5,15,4,5,12,3 3.1, 5, 12,3, 417

Cas n=120=23252

Il existe au moins 12 solutions S

S = 30Zp @ 28 3h,(Zs)

h(Zs) |k AS

{01,234} |0 [6,2. 6, 8,8, 8,58, 8, 8, 8]
1|16, 14, 2, 14, 2, 14, 2, 14, 16, 26]
2| 6.2 22,2, 6,24, 2,30, 2,24
3| [8 8 14,8, 8,18, 8, 22, 8, 18

{02,346} | 0| [16, 8, 6,2, 14, 2, 6, 8, 16, 42
1] [6, 24, 2, 16, 14, 2, 14, 16, 2, 24]
2| [6.2,22,8, 26,8, 22, 2,6, 18]
3| [8.8.8 6,8, 8,8, 18, 30, 18]

{03467} | 0| [24 6, 2, 16, 6, 2, 6, 16, 8, 34]
1] [6. 16, 8, 18, 16, 14, 16, 2, 16, 8]

02,369} | 0| [2, 6, 18, 6, 24, 18, 16, 8, 6, 16)

{01248} 0| [8, 8, 14,2, 6, 8, 16, 2, 30, 26]




Cas n=120=23.252

Il existe au moins 10 solutions R de la forme : R = AU h(B).

Ona A=10Z3@ 60Zy et B = 4Zy @ 40Z3. h(B) = By = B @ {2 — 1} ou
WB)=By=7B@® {2 —3} avec £ =0,..,4.

h(B) AR

By [3, 7,10,19,4,17,10,9, 1, 3, 36, 1
By ,4,5,10, 21, 4, 15,10, 10, 1, 4, 35
By .4, 3,10, 23, 4, 13, 10, 10, 3, 4, 33
By 4,1, 10, 25, 4, 11, 10, 10, 5, 4, 31

8]
ey
Blwnmoelwmeole

7,3,1,9, 27, 4,9, 10, 10,

By 10,10, 5, 12,73, 5,5, 7, 3, ;

B, 10,30, 7, 12, 21,7, 5,9, 3, o7, 32, 1

By 1,9,10,9,12,19,9,1,10, 1, 28, 11

B, 3,7,10,11, 12,17, 10, 1, 9, 3, 28, 9
55

, 10,213,712, 15;:10,:3;:7;: 5,728, ¢

Conclusions et Perspectives

Problemes ouverts concernant les canons

1 - Existe - t - il un produit tensoriel tordu permettant de construire les canons du cercle
2 - Existe - t - il une formule donnant le dénombrement des canons non-isomorphes

3 - Existe - t - il une formule donnant le dénombrement des pavages d'accord

4 - Tous les canons de Vuza sont-ils engendrés par des transformations de A, B et S.

5 - Existe - t - il un algorithme donnant tous les Vuza canons

6 - Dénombrer les canons de Vuza




