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Rappresentazione dei set di note
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Operazioni elementari sui set di note
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Operazioni elementari sui set di note

Complementazione
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Rappresentazioni algebriche

+ Rappresentazioni equivalenti di un set:
+ Group ring Q[Z,]

(distribuzione finita su Z)

+ Polinomiale

+ | set di note sono un caso particolare di
distribuzioni di Q[Z,], distribuzioni
(o polinomi) 0-1, scriveremo {0,1}{Z ].

+ Un polinomio 0-1 viene detto
+ simmetrico se esiste un k2N t.c. A(x")=xkA(x).

+ semisimmetrico se esistono k2N e c2C
di norma 1 t.c. A(x1)=cxkA(x).

Fort F1t Fopt £

(masse di Dirac)

1 +X+X24+X°

2{0,1}{Z;,]

1+X+X3+X3+X7+x8

1-X+Xx3-Xx5+x7-x8




Riflessione e inversione

+ In K[G] possiamo anche definire la riflessione D’ di una
distribuzione D=} ,; a,+, come

D'=Y a4,

ged

+ Ad esempio, in Q[Z,,]
" L] - 2 N
la riflessione di 1+x+Xx2+x° e .
14+x114+x104x7,

+ Questo corrisponde all’inversione del set di note.

+ Polinomialmente, la riflessione manda

L



Polinomi 0-1 A+ X+

+ | polinomi 0-1 hanno alcune proprieta essenziali:
+ Un polinomio 0-1 simmetrico non e divisibile per alcun polinomio
non simmetrico
+ Questo non e vero in generale:
XEXO+XA4+3X3+X2+X+1=(X3+X+1) (X3+x2+1)
+ Se P(x) e un polinomio 0-1 irriducibile e non simmetrico con
termine noto 1, allora per ogni k2N, P(xk) € irriducibile.
+ Anche questo ¢ falso in generale:
x2+4 & irriducibile, ma x*+4=(x2+2x+2)(x?-2x+2)

+ Se F(x) € un polinomio non reciproco a coefficienti interi che divide
un polinomio 0-1, allora F(x)2 non divide alcun polinomio 0-1.

+ Se F(x)G(x) € un polinomio 0-1, allora lo € anche F(x)G(1/x)

‘Borwein, Erdélyi, Questions About Polynomials With {0,1,-1} Coefficients
(1997)
‘Filaseta, Meade, Irreducibility Testing of Lacunary 0, 1-polynomials (2001
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Il vettore intervallare diretto (ifunc)

+ Conta quanti intervalli e di quale ampiezza si formano tra le
note del set (prese a due a due).

A= {0,2,5,8}\

numero di intervalli
che s1 creano

di ampiezza 1

del set che si creano

di ampiezza 2

jeiaee

div(A) = ifunc(A, A) =[4,0,1,2,1,1,2,1,1,2,1,0

cardinalita Elumero di intervalli}




Il vettore intervallare

+ Non considera l'ordine tra le note, accomunando
(quozientando) gli intervalli in classi intervallari.

1 intervalli
della classe
2/ =4{2,10}

A ={0,2,5,8}

5

O intervalli 2 intervalli
della classe della classe

1/ =41, 11} 13/ ={3, 9}

|

iv(A)=[0,1,2,1,1, 1]

v




Z-correlazione

{ Due set A e B si dicono Z-correlati se iv(A) = iv(B)

+ Trasposizioni e inversioni conservano il vettore intervallare.

+ Ogni coppia di set che si corrispondono per <T,, I> sono
Z-correlati, ma banalmente.

+ Ma ne esistono altri, non banali!

-~
A={0,1,4,6} B={0,1,3,7}
non si corrispondono
per <T,, I>
//
< 7] >

iv(A) =[1,1,1,1,1,1] = iv(B)




Proprieta della Z-correlazione

5,

Se due set A, B sono Z-correlati, allora lo sono anche
| complementari C(A), C(B).

e

W

>
Generalized Hexachord Theorem:

In Z,,,, ogni set di cardinalita n e Z-correlato al suo
\Complementare.

4

& : : : : B
Non esistono solo Z-coppie, ma esistono t-uple di set
Z-correlati per ogni t a piacere.

{0,1,2,3,5, ]
6,7,9,12}

{011 727314!
6,7,9,13}

{011 737415!
6,7,10,12}




La funzione di Patterson

+ Data una distribuzione D di K[G], la funzione di Patterson € la
convoluzione D€D’.

+ In forma polinomiale, la funzione di Patterson € D(x)D(x)

(D dg £ 0] 0 t 02

)= 1.3 T° + z°

Funzione (o autocorrelazione) di Patterson:
D(;I‘)D(;I’_li) —
e e i E D lE Bl )
—ltot+a?+a’+a" +a8 % 2%+ 228 4322 £ 212 4 210 4 210
G o bono gt gl st 0 L BBl e D pand -




Omometria A=/

+ La funzione di Patterson svolge il ruolo del vettore intervallare!!

Diz)=1+z+z*+2°
D(z)D(x~") =
— 442+ + 3+t " a2 + 20 4 22
div(D)=[4,2,1,1,1,1,0,1,1,1,1,2]
iv(D)=[2.1,1,1,1,0]

-
Due distribuzioni D e E si dicono omometriche se

DD =E<E".

(Due set sono omometrici se associati a distr. omometriche.)

W

\

4




- Omometria e Z-correlazione

1+x+x4+x° . Z-corr.
V&IHOAIHCU'ICI =
1 +X+x3+X7

Omometria Z-correlazione

in{0,1}{Z.] inZ_

v

Possiamo usare gli strumenti algebrici dello
studio dell’omometria e applicarli allo studio
della Z-correlazione




Una dimostrazione “omometrica” del
GHT L

p
Scegliamo Z,,,, e sia ©(x)=1+x+X+...+Xx2"1=(x2"-1)/(x-1)

Sia A un set cui corrisponde in forma polinomiale, A(x).
Al set C(A) corrisponde il polinomio ©(x)-A(x).
Se |Al=n, allora A e C(A) sono omometrici, vale a dire
AX)A(XT) " (©(x)-A(X)) (©(x1)-A(x")) mod x>"-1
O©(X)O(x1) " ©(X)A(Xx") + ©(x)A(X) mod x3"-1
+ Ma ©(x1)=0(x), e dunque
O©(X)(©(x) - A(x") — A(x)) "0 mod x2"-1
©(x)(©(x) - A(x") = A(x)) = k(x*"-1) = k©(x)(x-1)
©(x) — A(x1) — A(x) = k(x-1)
+ Questo e vero, perché chiamando P(x) = ©(x) — A(x") = A(x)
P(1)=©(1) - A(1) -A(1)=2n-n-n=0 ) (x-1) | P(x)

e
e
e
e




Qualche caso particolare

+ Ma 'omometria € piu generale, applicabile a K[G]!

[ 5
Se G=R (0 Z) ! turnpike
. |
¢ 5
Se G=Z_ ! beltway _, perK={0,1}=Z,¢il
: caso “musicale”’!
. J
- Se G=R?, R3 (0 Z?, Z8) ! cristallografia =
=0 =00 (OO O-O-O-C)
(A AR X L4 a X X ENEgXNAF
S o B ed b ed e BB
5500000660080 0050




~ Omometria

v Ha origine dalla cristallografia ai
raggi X degli anni ‘30 (Patterson).

v' Si costruisce la teoria per qualsiasi
multiset di un gruppo abeliano G o
distribuzione su G.

v' Dalle nozioni di convoluzione e di
riflessione si definisce la funzione di
Patterson D € D’.

v" Due distribuzioni sono
omometriche se hanno uguale
funzione di Patterson

Z-correlazione

v Ha origine dagli studi di Forte
negli anni ‘70, ma fu gia introdotta
da Hanson negli anni ‘60 con il
nome di isomeric relation.

v' Si considerano sottoinsiemi
dello spazio Z.=Z/nZ, (spazio delle
pitch-class). Si privilegiano le
scelte n=12, 24, (36).

v' Dalla nozione di intervallo si
arriva alla definizione del vettore
intervallare iv(A).

v Due set sono Z-correlati se
hanno lo stesso vettore
intervallare.



Beltway problem
A

~ Omometria

Z-correlazione

Prime proprieta

v Se D é una distribuzione, essa &
omometrica alla riflessa D’ e alla
“traslata” 5 € D.

( v Non esistono set omometrici con

cardinalita minore di 4.

v' Due set A, B sono omometrici se
e solo se lo sono C(A) e C(B).

v Se card(A)=n/2, allora A e C(A)

| sono omometrici in Z,,..

v Se A e un set, esso e
banalmente Z-correlato
all’inversione I(A) e alla

trasposizione T, (A).
PANBR esiztono” -%et di cardinalita
minore di 4.

v' A, B sono Z-correlati se e solo
se lo sono C(A) e C(B)

v Se card(A)=n/2 (n pari) allora A
e C(A) sono Z-correlati. (GHT)

Strumenti per I'analisi

v" Algebra combinatoria, algebra dei

gruppi, algebra dei group rings
v Diagrammi di Patterson

v Musical Set Theory

v Diagrammi di Krenek



w

Parte ||

Il problema di
phase retrieval

4




Il problema di phase retrieval

+ Dalla funzione di Patterson e possibile risalire
univocamente alla distribuzione di K[G]?

+ NO, ad esempio “traslando” si preserva la funzione di Patterson.
+ E a meno di un qualche isomorfismo?

+ Dipende dal dominio a fattorizzazione unica K, dipende dal gruppo
abeliano G, dipende dall’isomorfismo.

" Problema di phase .

retrieval

dalla funzione di Patterson

a meno di un certo isomorfismo

Z[Z,]: Patterson = 4+2x+2x2+x3+2x4+x5+2x6a</



Quale isomorfismo?

+ Che isomorfismo scegliamo? Quali set/distribuzioni
consideriamo “sostanzialmente uguali”?

Se parliamo di insiemi, in R" 0 in Z", il piu naturale
isomorfismo e considerare equivalenti insiemi congruenti.

VT Sl b
UL Lo D

00DV B
e e e e e
e eeed
S 2 e e o
) e e o

rotazione di 90°
|




Quale isomorfismo?

+ Se passiamo al caso Z, abbiamo diverse possibilita.

Considerare uguali insiemi corrispondentisi per:

(- Trasposizioni (gruppo ciclico C,) A

Elementi come perline di una
collana indossata: si
equivalgono le disposizioni
'una “rotazione”

A+2=T ( (trasposizione) dell’altra, ma
non le inversioni

A
Nel quoziente si conserva
# la funzione di Patterson
(il vettore intervallare)
\_ A -A=I(A

%




Quale isomorfismo?

+ Se passiamo al caso Z, abbiamo diverse possibilita.
Considerare uguali insiemi corrispondentisi per:

r Trasposizioni/Inversioni (gr. diedrale D,,) P

Elementi come perline di una
collana su un tavolo: si
equivalgono le disposizioni
I'una “rotazione”

A A+1=T,(A) (trasposifione’) e/o
inversione” dell’altra

(ribaltamento della collana sul

tavolo)

Nel quoziente si conserva
la funzione di Patterson
\_ A -A-2=T ,(I(A)) (il vettore intervallare)




Quale isomorfismo?

+ Se passiamo al caso Z, abbiamo diverse possibilita.
Considerare uguali insiemi corrispondentisi per:

" Affinita (gr. affine Aff,(Z.))

-A+2=I(T,(A))

3A+1=T(M,(A))

=

Si equivalgono le disposizioni
'una “moltiplicazione”e/o
“rotazione” dell’altra.

Solo le moltiplicazioni M, per
k primo con n conservano in
generale le cardinalita

Nel passaggio al quoziente
NON si conserva la
funzione di Patterson!

%




Quale isomorfismo?

+ La funzione di Patterson non dipende da alcun
isomorfismo, dunque

Do, Affy(Z,) _ Sym(n

“tanti” set omometnm
“pochi” set omometrici

non ha piu senso parlare

di omometria tra classi
(non si conserva la funzione di Patterson,
dunque nemmeno il vettore intervallare, ma si
ha una permutazione tra le classi resto)




Come caratterizzare i set omometrici

+ Se G=R (0 2) ! turnpike problem

+ Se G=Z, ! beltway problem

+ Gli Z-set in Z, sono set omometrici
con K[G]={0,1}{Z,].
L 4

+ Se G=R?, R3 (0 Z?, Z3) | problema cristallografico




L a trasformata astratta di Fourier

+ Uno strumento indispensabile per I'analisi e la
trasformata astratta di Fourier.

:]}

gruppo moltiplicativo dei vettori unitari

f U
di C, e sia \J i

I'={v: G — T omomorfismi }

. F o | N ,
D = Z ([-‘/ ()U trasf. astratta g D( Y) = Z d!/ Y(9) Vy €l

gceqG di Fourier =

A

~

~

+ SiaT ={z€C:

I,T\y

+ Se G=Z, (beltway), i € l'insieme dei caratteri di Z,,
isomorfo a Z, stesso.



Proprieta della trasformata di Fourier

+ La trasformata astratta di Fourier gode delle stesse
proprieta della trasformata di Fourier ordinaria.

+D'(7) = D(%)
+D+E(y) = D(7)E(v)

+DsxD =ExE = DxD' — Eof S
DD'=EF' = DD = EE =
= | D) = |EM)|| Yy €T




Condizioni equivalenti di omometrici‘é

.
Due distribuzioni D ed E sono omometriche se,
equivalentemente:

1 DxD = F x F'
2D+« =FE+F'
3 [ DOI = IEM)Il Yy €T
4 D(z)D (z) = E(z)E' ()
nella rappresentazione polinomiale di D ed E.




Il problema di phase retrieval

{ Perche “phase retrieval’? J

Per recuperare[) basta recuperard)

/D ) = [ D(w

da recuperare

1(1 (w)

s

noto dalla basta trovare
funzione di Patterson la fase ®(!)

Z[Z,]: Patterson = 4+2x+2x24+x3+2xM4x7+2x+2x




Omometria e cristallografia

+ | set omometrici nascono dalla cristallografia: la misura
del’lampiezza totale ID(w) dell’onda di scattering &
impossibile per via diretta, mentre i processi di misurazione
rendono noto il suo modulo || D(w)

D(w) = || D(w)l|e™
oo o o
o () o
° o o
°

+ Perrisalire al’ampiezza totale, ecco che bisogna allora
recuperare la fase.



Generare distribuzioni omometriche

+ Osserviamo che:
+ ogni distribuzione D e omometrica alla sua riflessione D’

1Dl = |1D()]

o
In Z[Z,,]:  1-x+7x3 < T X147

N [

1+X+X2+X5 1+x114+x104x7




Generare distribuzioni omometriche

+ Osserviamo che:
+ ogni distribuzione D e omometrica a +;, € D (“*traslazione”)

~

ID)| = [7(g)D()|

omometrici
In Z[Z,,]: 1-X+7x3 < > X5(1-x+7x3)
.
omometrici
T3
1 +X+X24X° X34+ X X2+ X8




Generare distribuzioni omometriche

+ Osserviamo che:
+ le distribuzioni D € E e D € E’ sono sempre omometriche

|D« E()| = 1D(y
| D E'(- H—HD

VI = llpe™re™|| = o
Bl e

-

In Z[Z,,]: (1-X+7X3)(1+X+X*)<

omometrici

» (1-X+7x3)(1+x11+x8)

~

/ .
Setin Z,4

omometrici

(14X+x3) (14+x4+x%)=
1 +X+HXCHX X+ X +Xx9+x 104 x12

(14X+x3) (1+x144x%)=
1 +X4+X34+Xx94+x104x124x 1 44x154x17




Generare set omometrici

+ Data I'associazione tra set e distribuzioni

\ R ]A i Z (_\)‘a‘

due set A e B sono omometrici se e solo se 1, e omometrica a
15.

+ Dati A e B possiamo calcolare D=1, € 1;,e E=1, € 15, che
corrlsponderanno (se A e B sono “ben dlsper3| ) a due

A = {013} B= {049}
A+B ={0,1,3,5,7,9,10,1232",  A_B ={0,-4,-9,1,-3,-8,3,-1,-6}

+ Se A e B non sono “ben dispersi”, A+B o A-B possono risultare dei
multiset.



Il caso del turnpike problem

+ Dati due set A, B, abbiamo visto che A+B e A-B sono
banalmente omometrici (come set 0 come multiset).

+ Domanda: tutti i set omometrici nhascono in questo modo?

/Problema di fattorizzazione\
della funzione di Patterson
A(X)A(1/x)=B(x)B(1/x)

‘Rosenblatt, Seymour, The Structure of Homometric Sets (1982)
‘Lemke, Skiena, Smith, Reconstructing Sets From Interpoint Distances
(2002)




Teorema di fattorizzazione

/
Due set, in forma polinomiale, A(x) e B(x) 2 K[R] sono

omometrici se e solo se esistono due polinomi
P(x) e Q(x) 2 K[R] e c 2 K, di norma 1, t.c.

A(x) = P(x)Q(x)

B(z) = cP(z)Q(z~ ') (Rosenblaty),

(z)=14+z+2°+2" + 28 +110+1
(z)=14+z+z°+z°+2" 4 27 + 22
) =221 +z+2?>+23+at+25+2
r) = z7°/%(1 — 2° + z°)

=
{
5

‘1 | (.‘I?) — P (.’I? ) Q ( T ) <omometrici 1 412 (;]7 ) - P( T ) Q (2 —1 )



Teorema di fattorizzazione

+ Per liberarci degli esponenti frazionari, possiamo rienunciare:
/

Due set, in forma polinomiale, A(x) e B(x) 2 K[Z] sono B

omometrici se e solo se esistono due polinomi

P(x) e Q(x) 2K[Z]ec2 K, dinorma1,e’, °2Z, t.c.
A(x) = 2"P(z)Q(x)

L B(z) = cx’P(z)Q(z~1)

(Rosenblatt)/
. _ _ N )
xAl (LI_?') — 1 + €r + {‘lf') + Jf‘ _+_ ;Ifb + ;Ile _+_ le_,
P = v d C 19
A(z)=1+z+z°+z°+z2" +2° + 22

P(x) Q(x)

T : L N o =
hi(z)=(1+=x Ll gl gt agd +x')(1 — o + x°)
b(z)=2’(l+z+2°++2'+2°+2)N)Q -z +2°

Plz) b




Omometria e “flip” dei fattori

1+x  +x3 +x6 +x94x10 )
/ (1) fattorizzazione \
P(X)=1-x24x3  Q(X)=14+X+X24+X3+X9+X104+x11
= O @ O @ e

(2) riflessione(“Tlip”) di

4
ya )

" ttti atti sono @ssociati a set! (92aZI0Ne
n generale sono associati a distr_iuﬁ\

— — X3P (x 1) =x3-x+1

Sono omometrici (e non congruenti) \ (4) moltiplicazione

\ 1 +X3  4+X54x6 +X° +x134x14




Omometria e “flip” dei fattori

+ Nel caso del turnpike problem trovare set omometrici € molto
facile: basta usare la fattorizzazione dei polinomi generatori.

+ Dato che A(x) € banalmente omometrico a xkA(x) e a x*A(x),
viene naturale chiamare ricostruibile un polinomio che sia
omometrico solamente a questi traslati e inversi (“congruenti”).

g
A(X) e ricostruibile se e solo se ha al massimo un

fattore primo (contato con 'opportuna molteplicita) che
non e semisimmetrico.
(Rosenblatt)/

S

+ Il numero di set omometrici dipende da quanti “flip” possiamo
fare ai fattori del polinomio generatore, qui dipende dal numero di

fattori “asimmetrici” del polinomio generatore.
+ In particolare tale quantita sara sempre una potenza di 2.



Omometria e “flip” dei fattori

A={0,1,2,3,5,6,7,8,9,10, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 20, 21, 23, 24, 25, 26, 28,
29, 30, 31, 32, 33, 35, 36, 38, 39, 40, 41, 43, 44, 47, 48, 49, 50, 52, 53, 54,
55, 56, 57,59, 60, 62, 63, 64, 65, 67, 68}

/8 possibili “flip” dei )

fattore fattori non semisimmetrici fattori non simmetrici
simmetrico ~ AN PQR A
AX)=(1+x)(1 +xi+x5) (1 +xZ+x1f) (1 "‘X?f’"‘X{?) -PQR" | 4= 22 fiip
S(x) P(x) Q(x) R(x) « PQ'R | non banali
. PQ’R’ )
AL (X)=(1+x)(14+x24x5) (1+X7+XT°) (1+Xx24+x47) > [PEIRS(PRME)
S L - P'QR’=(PQ'R)’
S(x) P(x) Q(x) R’(x) . PQ'R=(PQRY)’
A, (X)=(14X) (14+x2+x5) (1+x8+x18) (1+x23+x47) \ o PEIRSFeEy )
et b e e ¥
S(x)  P(x) Q(x) R'(x) 4 = 22 set
AL (X)=(1+X)(1+x24x5) (1+Xx3+x1°) (1+x24+x47) contemporamente
T o T T el omometrici

S(x)  P(x) Q(x) R(x)




Importanza del turnpike per il beltway

+ Ogni coppia (quadrupletta, ottupletta...) di set omometrici per |l
turnpike, sono omometrici anche per tutti i beltway ottenuti
mediante quoziente (con n sufficientemente grande, di modo
che anche il quoziente sia un set).

+ Infatti A(x)A(1/z) = B(x)B(1/x) =
A(x)A(1/z) = B(x)B(1/x) mod 2" —1 Vn e N,n > 2

+ Si tratta di “avvolgere” la stringa a mo’ di cintura
Lo e e e e 000 0 n=16

ol

+ Per n sufficientemente grande, i due
lacci sono anche non congruenti
(quindi omometrici non trivialmente)



Metodi per generare set Z-correlati

+ Che metodi abbiamo visto per costruirci set Z-correlati?

+ GHT: in Z,, basta prendere il complementare di un set per averne
uno Z-correlato (non banalmente con probabilitap — 1 pern — 1)

+ Il turnpike e il “flip dei fattori”: costruiamo cosi set Z-correlati in Z e
poi li “avvolgiamo” in Z, (non banalmente per n grande).

+ Abbiamo in realta altri metodi (su cui non ci focalizziamo).

+ Le moltiplicazioni M, su set il cui contenuto intervallare e
ortogonale rispetto alla permutazione indotta sulle classi resto.

+ La “dual inversion” di Soderberg, o metodi affini di Bullough.
+ | “difference sets” di Singer per costruire all-intervals Z-set.

+ Questi metodi pero non esauriscono le possibilita. A differenza
del turnpike, la caratterizzazione della Z-correlazione (cioe del
beltway) risulta assai piu complicata.



Il caso del beltway problem

+ La fattorizazione del turnpike funziona non solo per K[R], o per
K[Z], ma per K[R"] e per K[Z"], (polinomi n-variati).

+ Piu difficile e il caso del beltway problem, dal momento che |
polinomi generatori sono associati all’algebra K[Z, ], e dunque
sono polinomi modulo x"-1.

+ Ma KI[x]/(x"-1) se ne guarda bene dall’essere un dominio!
E, soprattutto, se ne guarda bene anche dall’essere a
fattorizzazione unica!!
+ La funzione di Patterson P(x)P(1/x) funge da vettore intervallare

+ Due set sono omometrici se hanno funzioni di Patterson uguali
(modulo x"-1), ma non siamo piu in grado di fattorizzarle!



Un esempio per il turnpike

1+X +x3 +x56 +x9+4x10 +x14

Q‘ Patterson function =
(1+X+X3+XE0+X%+Xx10+x14) (14X 1 +X3+x0+x9+x104x14)

A/fattorizazione\A

= XT4(E-X2+1) (0C-X+1) (XX O+ XXX +XHT ) (XX O+ X+XC+XE+X+1)
~ \ ~ J T S—

—

Q’(x)
ricomposizione
14X
1 4
+X5+x8 +x° +x134x14



Un esempio per il beltway

Patterson function =
(14+X+X2+X3) (1+X1+x2+X0)
(14+X+X2+X3) (1+X7+x5+x3)

= 44+2X+X2+2X3+2XH+2X2+Xx6+2X7

A/fattorizazione\A
22222222227

(X+1)2(X*-x34+x2+1) (X0+x2-x+1) ?
(X+1)3(x2-x-1)(X®-x>+2x*-x3+Xx%-x+1) ?

non ho piu modo di
risalire ai set




Caratterizzazione per il beltway

4 N
D, E 2 K[Z,]] sono omometriche se e solo se
D=_,+,€A€B, E=_,+ €A€B
per qualche _,, _,2{1,-1}, g,h2Z, A B2K[Z].
N (Rosenbla’@

+ Problema: a differenza dell’analogo caso del turnpike, stavolta
questa caratterizzazione non € costruttiva:

+ non ci da un modo per costruire set omometrici a un dato set;

+ non ci da modo di determinare se un dato set € omometrico a
qualche cosa, oppure no.

+ Questo e ancora una volta dovuto all'impossibilita di fattorizzare
univocamente in K[x]/(x"-1).



Un altro approccio: le unita spettrall

+ Una distribuzione U 2 K[G] e detta unita spettrale se

+ Un’unita spettrale dunque non e nient’altro che una distribuzione
omometrica alla distribuzione banale + :

0
UeU =x,=%,€ =)

a )
D, E 2 K[G] sono omometriche se e solo se esiste

un’unita spettrale U t.c.
E=U€D

(Rosenblatt)j

' ‘Rosenblatt, Phase Retrieval (1984)
-Jaming, The Phase Retrieval Problem For Cyclotomic Crystals (2007)




Un altro approccio: le unita spettrall

+ Vista nell'isomorfismo polinomiale, un’unita
spettrale dev’essere tale che

U(x)U(x1)=1

4 I
Ad esempio, ecco l'unita spettrale U(x) che lega i set omometrici

omometrici

1
U(:U):Z(1+x+x2+x3+x4—3x5+x6+az7)

1 _ 1 _

Uz)U(z™1) = Z(1+x+x2+:133+x4—3x0+x6+x7)1(1+x7+:ﬁ6+az0+334—33:3—1—332+:U)
1 E ¢ A C 5 - = ‘ 1

= E(LL‘M + 221 — 21?3210 — 229 4+ 1528 — 28 — 220 4+ 2! —{—3;L‘2—|—2:1;—|—1) — = 16 =1

1 ;
i](x)D(x):Z(1+:1:+:B2—|—:1;3+:1:4—3x°+x6+x7)(1—i—x+x2+x3):(1+x+x3+x4):E(m)
/




Un altro approccio: le unita spettrall

+ Alcuni fatti interessanti riguardo all’analisi
delle unita spettrali:

+ L’omometria tra due set nel caso del beltway e legata
all’esistenza di queste particolari unita spettrali U(x).

+ Nessuna unita spettrale sara un set (perché non esistono set
omometrici al set banale {0}).

+ Possiamo trovare esplicitamente le unita spettrali che legano due
set omometrici, sostanzialmente risolvendo sistemi lineari.

+ Dunque anche la Z-correlazione € legata a proprieta algebriche dei
polinomi generatori, piu che a principi musicali.
L’esistenza di Z-set e una proprieta algebrica.



Un altro approccio: le unita spettrall

+ Alire considerazioni interessanti (se K e campo):

+ Se D, E sono omometrici, o0 sono entrambi divisori dello
zero, o non lo € nessuno dei due.

+ Le unita spettrali non sono mai divisori dello zero.

+ L’insieme U, delle unita spettrali di K[Z ] ' K[x]/(x"-1) ha la
struttura algebrica di gruppo.

KIX]
R, (xN-1)

elementi
regolari

U,

unita
spettrali




|| #

Unsetdinotein Z e
univocamente determinato
dal suo vettore intervallare?

erale no: ogni “traslazione” e ogni In generale no: ogni trasposizione
riflessione” ha uguale funzione di e inversione preserva il vettore
- Patterson (set omometrici triviali) intervallare (Z-set triviali) ¥

| [ E a meno di trasposizioni/inversioni? J '

Esistono set omometrici non triviali Per n 8 esistono Z-set non triviali = .h-
1
i i

;:.
|

OO

Caratterizzazione completa
mediante fattorizzazione.
Facile phase retrieval.

Caratterizzazione mediante unita

J—> spettrali, ma non e costruttival

Difficile phase retrieval. i




Parte |l

Invarianti di
ordine superiore

w 4




Come si puo recuperare la fase?

+ Il phase retrieval ha mostrato che il recupero della
configurazione originaria a partire dalla funzione di Patterson,
a meno di isomorfismi (per facile o difficile che sia, a seconda
del gruppo G), in generale non e univoco.

+ Cerchiamo quindi altre quantita a partire dalle quali poter
risalire alle configurazioni originali.

invarianti di ordine superiore
(higher order invariants)

-Rad(cliffe, Scott, Reconstructing Subsets of Z, (1998)
-Radcliffe, Scott, Reconstructing Subsets of Reals (1999)
-Jaming, Kolountzakis, Reconstruction of Functions from Their Triple Correlation

(2003)
‘Keleti, Kolountzakis, On The Determination of Sets by Their Triple Correlation in /

£ o e o\




Come si puo recuperare la fas~7

+ Si tratta di un problema combinatorio, che ha applicazioni nella
cristallografia, nella fisica, nella musica, nella computer grafica.

+ L’informazione della funzione di Patterson e il multiset dei
sottoinsiemi di cardinalita 2.

1 +X +x3 +x56

e e e trasposizioni di 1+x3
H

trasposizioni di 1+x5 == m——()—
.

DX XAA+X T+ X 242X 34X 54X

Patterson function = x5

+ lIdea: provare a ricostruire a partire dal multiset dei sottoinsiemi
di cardinalita k | 2.



Il k-deck

+ Definizione:
+ Ilk-deck di A & la funzione d": G* ! — N
A_ ) -~ v‘ - ) ) ) .
dy(z1,...,xk1)=|AN(A—z1)N...N (A — x1)

(]1 (1,3) =2 1 +X3 +X8

B)=|ANn(A-1)Nn(A-3)|=1

; l

/Aﬁ ) Il 3-deck & sostanzialmente il multiset di
tutti i sottoinsiemi di cardinalita 3,

e a meno di trasposizioni




Il k-deck

+ Estensione della definizione alle sequenze:
+ Il k-deck di una qualsiasi sequenza f = (..., fi, fit1,---)

k ¢ L . i |
(Zf(;l\‘l-‘ co aélfk-—l) — Z fzf./"iJr-m .f'i+-‘"2 . -f‘i+-"i"fl
]

+ In particolare per sequenze n-periodiche f = (f1,..., f»)

n
k / \ » » . 9
df (_;1'1, C e ;171,.f1) — E ./i..,/iJr.rl./hL.l'z S .,/i+-lfz.-f1
1=1

Fexa: fi=(xa); = lsere€e A

ritroviamo la definizione precedente:




Il k-deck

+ Estensione per isomorfismi qualsiasi:
+ Il k-deck di A e il multiset dei sottoinsiemi di A di cardinalita k

(a meno di un fissato isomorfismo)\

14X +X° +X° Bisogna fissare
. = 0 00 "0 0 0 T isomorfismo!
W " - ) Come al solito, tipicamente
- o sara l'azione di C,, 0 D,,
———@- > 3-deck di A
*

J

+ llk-deck di A & una funzione dj. : {S C G.|S| =k} — N
che associa a ogni sottoinsieme S il numero di copie isomorfe di S
contenute (embedded) in A.




k-deck o k-Deck?

[ Isomorfismo per Cn } [ Isomorfismo per D2n }

(trasposizioni) (trasposizioni/inversioni)
i k i k
k-deck A k-Deck [) A
3-deck: 3-Deck:
) Q@@ =(Qu(Dmm—=Dn —/i 3 @ QDO e e
1 O e— -
| O
1 M




Gli M-vettori

+ Analogamente I’M-vettore rende conto di quante copie di un
certo set di cardinalita M sono contenute nel set originario.

Il set contiene 2 copie
» (traslazioni e/o inversioni)
del set {0, 1, 3}

~

‘Lewin, Generalized Musical Intervals and Transformations (1987)

Collins, Uniqueness of Pitch Class Spaces, Minimal Bases and Z Partners (1999)
Ghisi, Vettori intervallari, non degenerazione e Z-relation (2006)

Ghisi, On The Extendd Z-relation, a Linear-Algebraic Generalization of the GHT
(2007)




{0
{0
{0
{0
{0

{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,

© {0,

/Forme primarie di cardinalita 3\

, 1, 2} 1 0 copie
, 1, 3} | 2 copie
, 1,4} | 3 copie
, 1, 5} 1 O copie
, 1,6} ! 1 copia
4} 10 copie
5} 1 0 copie
6} ! 1 copia
7} 10 copie
6} ! 1 copia
7} ! 2 copie
8} ! 0 copie

APOOWwWMNPMNODNDDN

i

OO0

/Sottoinsiemi di cardinalita 3:

@ 20, 1, 3}
iHa

2 {0, 1, 6}/

2 /{0, 2, BY

2 /{0, 3, 6)/

@ 2 40, 3, 7}/

mv3({0,1,3,4,7})=[0, 2,3,0,1,0,0, 1,0, 1, 2, 0]




Forme primarie di cardinalita 3:

{0
{0
{0
{0
{0

o
2l
il
L
1
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,

APOOOwWMNPMNODMNDDN

2} 10 copie
3} ! 2 copie
4} 1 3 copie
5} 10 copie
6} ! 1 copia
4110 copie
5} 10 copie
6} ! 1 copia
7} 10 copie
6} ! 1 copia
7} ! 2 copie
8} ! 0 copie

\

/Considerato come set di Z,,, il 3-Deck
(a meno di T/l) e analogo:




/A meno delle sole trasposizioni (gruppo C.,), .
le entrate significative nel 3-deck sono di piu:
dario 120 sitn g g
A
gL =L o
d3({0.1.4}) =2 d%({0,2,6}) = 1
gratiU Lol =0 Jin 29 =0
"Forme primarie di cardinalita 3 ) d3({0.1,6}) =0  d%({0.2.8}) = 0
{0, 1, 2} 1 0 copie (1'?1(_{0,1 ) =1 d3({0,2,9}) = 0
{0, 1, 3} ! 1 copia S ; S
(0.1, 4312 copie B ({0.1,8}) =0 d3({0.3,6}) = 1
{0, 1, 5} 1 O copie 5 : : S :
{0. 1. 6} 10 copie dy({0,1,9}) =1  d%({0,3,7}) = 1
0,1, 7311 [ 42 ; : 9 Q)
i d3({0,1,10}) =1 d3({0,3.8}) =1
{0, 1, 9} ! 1 copia 3 (f TS @ b G
{0, 1, 10} ! 1 copia < (‘1‘4({()’4’6}) _L)
{0, 2, 4} 10 copie S
.2 0 tanie 19 entrate significative anziché 12
{0, 2, 6} ! 1 copia L o
{0, 2, 7} 1 O copie
{0, 2, 8} ! 0 copie
{0, 2, 9} ! O copie
{0, 3, 6} ! 1 copia _ _
e k-deck e k-Deck sono due
{0, 3, 8} ! 1 copia
L S | entita diverse




Il 2-deck, il 2-vettore

+ L’informazione del 2-deck e quella della funzione di Patterson.

1 +x +x3 +x6 Patterson function =

e = TO- TeoTe "ot XO+1x%+ X3+1x2+1x+

\ +44+X 1 +X2+2X B3+ XO+X6

2-deck
(\ @]

. =1

+ L’informazione data dal 2-vettore e |la stessa data dal vettore
intervallare
iv=1[2,1, 2, 1]

=

[+X+X24+x>



- k-omometria, k-Omometria, ZV-

correlazione

{011 721374!
6,8,14,15}

{011 721374!
6,8,14,15}

-
non si corrispondonno per T/I,
mv3(A)= mv3(B)=
[35535456254434221222124124
1]. :
D’ = Dy

OVVEero (Collins)

+ Due distribuzioni (o set) si

(Cy)

"7 dicono k-omometrici se

hanno uguale k-deck.

+ Sidicono k-Omometrici se

(D2n)

¥ hanno uguale k-Deck

+ Distribuzioni 2-omometriche
sono anche 2-Omometriche,
e si dicono semplicemente
distribuzioni omometriche.

+ Due set si dicono ZM-
correlati se hanno uguale M<_

ettore )
+ ue set Z2-correlati sono

(D2n)

semplicemente set Z-correlati




Proprieta della ZM-correlazione

Se due set A, B sono Z-correlati, allora lo sono anche
| complementari C(A), C(B).

Cessa di valere il GHT, ma si puo trovare una sua estensione:

/Generalized GHT:
In Z,,,, ogni set A di cardinalita n verifica

mvM(A) - mvM(C(A)) 2 Ker(E,,om)

m

dove E,, ,\ € la matrice che ha per colonne i 2-vettori (cioe i
vettori mtervallan) delle forme primarie di cardinalita M in Z,,..

\ (2006)/




 Diversi lemmi, uguale annidamento

' SR 2y
Lemma di Kelly Lemma di Lewin
Dal k-deck si puo risalire al Dall’M-vettore si puo risalire
(k-1)-deck, e quindi all’'(M-1)-vettore, e quindi
iterativamente a ogni h-deck iterativamente a ogni N-
con h<k. Idem per il k-Deck. Setore cankiag
N J N 2
+ Ne segue che se due set + Ne segue che due set
sono k-omometrici, sono ZM-correlati, sono anche
anche h omometrici per ogni ZN-correlati per ogni N<M, in
h<k, in particolare sono particolare sono anche
anche semplicemente Z-correlati.
omometrici. (Idem per i k-
Omometrici)

Set k-omometrici e
ZM-set sono annidati




Annidamento dei set k-omometrici

set omometrici

3-omometrici

‘ Problema di extended phase

retrieval: .
Dove diventa triviale 'annidamento? . -

\_ Per quale k non esistono piu set k-omometrici /

se nonquelli isomQrfi?,.. : :
’&,m&n I'informazione di un tale k-deck,
avremmo il recupero della fase!




Il caso del k-deck (C,)

+ E il caso piu “facile”. Prese due sequenze n-periodiche f, g
& gk
(lt = (l{] -

Tl
g E ./i./‘i+.r1 "'./1'+.1-A._1 = E 9iGi4+x, " " Yitxp_q

1=1 =1

Ak = Adk
g ./';(:’w’l) - ./'-(:w’A-—l)./'-(:fw’l = w’k—li) ==
= §(w1) - Glwr—1)§(—w1 — ... —wp_1)

"/ -Jaming, Kolountzakis, Reconstruction of Functions by Their Triple Correlation -
(2003)

‘Keleti, Kolountzakis, On The Determination of Sets by Their Triple Correlation in
Finite Cyclic Groups (2006)

-Jaming, The Phase Retrieval Problem For Cyclotomic Crystals (2007)

\ -Rad(cliffe, Scott, Reconstructing subsets of Z, (1998) /




Il caso del k-deck (C,)

+ Se le trasformate di Fourier non si annullano mai,

g(w)

£(w) = 2

f(w)

risulta essere un carattere di Z..

+ Ma sappiamo come sono fatti i caratteri di Z, per cui

271

(w) = e

kow

per qualche k.

+ Dal teorema dello shift deduciamo allora che fe g si
corrispondono per uno shift (k-omometria banale).

Tk = Gk+kq



Il caso del k-deck (C,)

+ Ma puo capitare che le trasformate si annullino!
+ Solo in questo caso possono esistere k-omometrie non banali!

+ Se le trasformate si annullano, la tecnica per mostrare la non
esistenza di k-omometrie non banali e cercare di estendere

g(w)
f(w)

a un carattere su tutto Z (fe g sarebbero una shift dell’altra)

C(w) =

+ E cruciale sapere dove si annullano le trasformate di fe g (che
sono, come fe g, ancora funzioni definite su Z.)

Fatto: sef si annulla su un certo !,, allora si
annulla anche su tutti i ! “dello stesso ordine”.




Il caso del k-deck (C,)

+ ldea: pensare a Z, come gruppo delle radici n-esime dell’unita
+ 1, e l, sono “dello stesso ordine” se MCD(!,,n)=MCD(!,,n).

ordine:
@ <12>={: MCD(,12)=1} = {1, 5,7, 11} =Z,"
O <6> = {1: MCD(1,12)=2} = {2, 10} = Z,*
O <4>={1: MCD(1,12)=3} = {3,9} = Z,”
@ <2>={!: MCD(.,12)=6} = {6} = Z,*
@ <> - {: MCD(,12)=12} = {0}

27i /12

(=¢
fO)=3.f#0

Fatto: sef si annulla su un certo !,, allora si
annulla anche su tutti i ! “dello stesso ordine”.




Il caso del k-deck (C,)

+ Con questi mezzi si arriva ad analizzare 'esistenza di
k-omometrie in Z,

7 N
Se p e primo, non esistono set 3-omometrici in Z,

(Radcliffe, Scott)
(dim. di Jaming, Kolountzakis)j

N
Se p e primo ci sono solo due classi: 23 2 4
<1>={0} <p>={1,...,p-1} - 15
e quindi solo due possibilita: l 0 0
<> | <p> .
. nessun problema, . 6$_°
[ 9 . 5 [/ & un carattere °s
— 07 ‘ : @ <>-{1,2,3,4,5,6)
: g {
no Si f — Z,_}, caso banale g o
Q A : - C = 6‘27?1"/[
f(()) — Zg fi # 0




Il caso del k-deck (C,)

r

N

Non esistono set 3-omometrici in Z» per p primo.

(Radcliffe, Scott)

x

)

Ve

NE

Non esistono set 3-omometrici in Z,, per p, g primi.

(Radcliffe, Scott)

o

Z

Non esistono set 4-omometrici in Z, per ogni n 2 N.

~

(Rosenblatt)

A

+Se [,9 # 0 su<i>=2, allora/ /9 sipuo estendere a tutto Z_.

- Altrimenti possiamo stilare una listadi<t>=Z sucui [, g # ()

- Mediante il Teorema Cinese del Resto si mostra che i caratteri
definiti su ciascuno Zi si estendono a un carattere su tutto Z.

» Per far cio abbiamo bisogno dell’ipotesi di 6-omometria tra fe g.
Ma se fe g sono set, possiamo indebolire I'ipotesi a 4-omometria.




Il caso del k-Deck (D.,)

+ Eilcaso piu interessante musicalmente, (corrisponde agli M-vettoti).
+ Pero e anche il problema piu “difficile”.
Prese due sequenze n-periodiche f, g esse sono k-Omometriche se
k k
Df : D.q
& d.l}'-(.,z'l, e L) + df)i(—.lfl ..... —Tp_1) = (1"}'-(.17] ce i Tp_1) + (['l}:(—.l,'l, ey —Th_1)

e
& (,lf 4 (lf = (Ig + dg

~ ~

R(F(wr) - flwe—1)f(—w1— ... —wi_1)) =
=R(g(w1) - gwr_1)g(—w1 — ... — Wr_1))

flwr) - flwn—1)f (w1 — ... —wpo1) = §lwr) - - Glwr—1)§(—w1 — ... —wre1) (1)
= ) A A oppure
flw) - flwr—1)f(~w1 — ... —wg—1) = §(~w1) - - §(~wr-1)§(w1 + ... + wg-1) (2)

+ L’uguaglianza vale solo tra le parti reali. Questo complica le cose,
poiché puo darsi che le trasformate f, ¢ verifichino la (1) per certi valori
degli ! e la (2) per altri valori.



Il caso del k-Deck (D.,)

&

A

: : )
mv*(A)=mv4B)=[4,7,7,3,2,1,3,4,3,5,6,7,7,7,8,8,4,4,7,6,1,5,3,3,4,4,7,5,7,8,7,10,9,8,10,8,
7,9,5,5,6,3,4,1,3,5,4,4,3,3,2,3,5,1,2,5,6,5,4,7,7,7,8,7,8,8,6,7,5,3,5,4,2,1,3,5,2,2,1,4,3,4,
0,2,6,4,5,5,7,8,6,7,7,6,6,6,5,4,3,4,4,0,2,2,0,3,3,1,2,0,2,2,3,3,2,6,4,3,6,3,4,6,2,3,3,1,2,0,
0,0,1,1,0,2,0,0,1,1,1,0,2,2,1,2,1,2,2,0,1,1,0,0,1,2,2,0,4,0,2,4,3,6,4,5,5,3,4,3,2,22,2,1,1,2
4,3,4,1,3,4,4,5,3,6,5,3,6,3,2,4,1,1,3,6,3,5,3,3,5,4,4,3,4,4,3,4,2,1,1,3,4,3,5,1,4,6,3,4,2,4,
4,0,1,2,5,5,5,6,2,6,5,4,5,2,6,2,3,7,9,7,10,6,6,7,6,6,2,3,7,7,6,8,3,5,5,2,4,7,8,7,7,4,2,4,9,1
0,7,4,4,8,42,1,5,2,3,1,1,5,3,4,5,6,7,6,7,4,3,4,3,6,1,5,5,6,8,5,9,9,7,10,8,7,10,7,6,7,3,6,4,
1,5,3,4,0,1,1,1,0,1,2,3,2,1,4,3,2,4,2,3,4,1,2,1,1,1,0,1,0,1,4,1,5,0,1,5,3,5,4,6,8,5,5,6,5,4,
3,2,4,1,1,2,1,1,2,1,0,1,1,3,2,1,4,3,2,4,2,3,4,1,2,1,0,1,4,1,3,1,1,3,2,3,3,4,3,3,4,2,3,2,2,1,
2,4,3,6,1,4,6,4,6,4,5,6,3,4,4,2,2,1,4,3,3,1,3,3,2,3,1,4,3,1,4,1,2,7,4,7,4,5,8,6,5,5,6,5,2,3,
5,5,8,2,4,5,3,5,1,2,3,7,8,7,4,5,4,6,2,4,10,7,9,6,5,4,4,7,6,7,1,4,10,4,2,2,2,2,0,2,2,4,4,2,8,
6,4,4,2,1,41,0,5,3,3,4,5,5,4,4,5,5,3,4,4,4,1,1,5,0,2,4,6,1,5,6,5,8,5,7,8,5,8,7,4,7,6,4,4,1,
3,0,1,1,0,1,1,4,3,1,4,3,3,4,1,3,4,1,1,0,2,1,5,1,2,4,3,4,4,5,5,5,4,4,4,3,1,2,5,5,1,4,4,3,4,2,
5,5,1,4,4,1,5,6,6,4,4,6,4,4,4,6,4,4,3,4,5,8,3,5,8,5,6,5,5,3,2,4,5,1,4,3,3,5,0,4,7,9,8,5,7,5,
4,7,10,3,3,4,8,3,4,1,3,0,1,3,3,4,3,4,5,2,1,3,1,3,4,4,5,3,6,5,4,6,3,3,4,3,1,1,1,0,1,0,0,0,1,1
,1,2,2,2,2,1,1,2,0,0,0,1,0,2,2,1,2,2,2,1,0,1,1,0,0,2,6,2,5,5,4,6,4,6,5,2,4,2,2,5,3,3,5,4,4,3,
4,3,1,2,5,2,3,4,3,3,1,1,2,5,2,3,4,4,2,3,7,4,5,2,3,6,2,1,3,1,4,6,4,6,5,6,4,0,0,0,0,1,1,0,2,2,
1,2,1,2,2,0,2,2,2,5,4,4,6,6,4,5,4,5,2,4,2,5,6,4,6,4,5,6,3,3,2,3,3,3,4,3,1,4,1,4,4,4,7,6,4,2,
3,1,4,3,1,3,6,2,2,0,0,0,0,0,0,0, 0,2,1,3,4,1,1,0,0,3,4,

1,1.03:0.20.19:9

Esistono set Z*-correlati

(Ghisi 2008) |




Gli indici di ricostruibilita

Con il linguaggio del’lomometria:

+ Il minimo k per cui in Z, non esistono set k-omometrici, sara
detto I'indice di ricostruibilita di Z , e scriveremo r(n)=k.

+ Il minimo k per cui in Z, non esistono set k-Omometrici sara
detto I'indice di Ricostruibilita di Z_, e scriveremo R(n)=k.

Con il linguaggio della ZM-correlazione:

+ Il minimo k per cui in Z, non esistono set Z*-correlati sara detto
I’indice di unicita di Z_, e scriveremo U(n)=k.




Gli indici di ricostruibilita
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Gli indici di ricostruibilita

(La linea rossa sappiamo
6 che non supera mai il 4.
E la blu?
S
4 =
3 ——r(n)
-#—R(n)
2 -
1
O rrrrrrrrrrrrrrrrrrrirrrrrrrrrrirrribrrrrrTr e i

1 6 11 16 21 26 31 36 41 (n)



~ Omometria

Z-correlazione

Estensione agli ordini superiori

v' Nasce dal tentativo di
recuperare la fase, evitando di
avere ambiguita di ricostruzione.

v Definizione di k-deck, fissato un
isomorfismo

v Due set sono k-omometrici se
hanno uguale k-deck.

v Due set A, B sono k-omometrici
se e solo se lo sono C(A) e C(B).

v Lemma di Kelly
sul’annidamento dei set omom.

v Indice di ricostruibilita

v Nasce dall’estensione del
vettore intervallare, e dalla ricerca
di set ancor piu che Z-correlati

v Definizione di M-vettore, fissato
I'isomorfismo dato da D,

v Due set sono ZM-correlati se
hanno uguale M-vettore

v' A, B sono ZM-correlati se e solo
se lo sono C(A) e C(B)

v Lemma di Lewin
sull’annidamento degli ZM-set

v" Indice di unicita (Collins)



|| #

Unsetdinotein Z e
univocamente determinato
dal suo vettore intervallare?

erale no: ogni “traslazione” e ogni In generale no: ogni trasposizione
riflessione” ha uguale funzione di e inversione preserva il vettore
- Patterson (set omometrici triviali) intervallare (Z-set triviali) ¥

| [ E a meno di trasposizioni/inversioni? J '

Esistono set omometrici non triviali Per n 8 esistono Z-set non triviali = .h-
1
i i

;:.
|

OO

Caratterizzazione completa
mediante fattorizzazione.
Facile phase retrieval.

Caratterizzazione mediante unita

J—> spettrali, ma non e costruttival

Difficile phase retrieval. i




invarianti di ordine
superiore
(higher order invariants)

se n=x

Basta il 3-
deck

M-vettore

Serve il 18-deck

(a meno di rototraslazioni)

a meno di
Trasp (C,)

(p — 3-deck
p® — 3-deck
Pg — 3-deck
p?’q— 3-deck
par—— 3-deck

Laltre — 4-deck

In generale e impossibile.

a meno di
trasp/inv (D,,,)

3-Deck ?




Problemi aperti (beltway)

+ E vero che in Z,, p primo, non esistono set Z3-correlati?
Sembra di si, ma non € immediato da verificare.

+ Sappiamo che in Z,4 esistono set Z*-correlati. Esistono set
ZM-correlati per ogni M? Sembra verosimile che esista un limite.
+ Nel caso C_ bastava il 4-deck a ricostruire

+ Per il caso D, probabilmente bastera il 6-Deck o il 7-Deck?
Sicuramente non basta il 4-Deck.

+ E possibile rendere in qualche modo costruttiva la
caratterizzazione dei set Z-correlati (cioé del’lomometria del
beltway?)

+ E possibile sapere se un set & ricostruibile?
+ Si possono determinare tutti i set a lui Z-correlati (omometrici)?



Grazie per I'attenzione

danieleghisi@gmail.corry




