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Généalogie des probabilités

Premiéres approches probabilistes : théorie des jeux

Jérome Cardan, Liber de Ludi alea, 1663

Fra Luca Paccioli, Summa de arithmetica

Galileo Galilei, Considérations sur le jeu de dés, 1718
Correspondance Pascal <---> Pierre Fermat

Christian Huygens De ratiociniis in ludeo aleae, 1657

Jacques Bernoulli, Ars conjectandin (Loi faible des grands nombres)
Abraham de Moivre, Doctrine of chances, 1718

Pierre Simon de Laplace, Théorie analytique des probabilités, 1812

L'axiomatisation de Kolmogorov

Théorie de la — | Théorie des
mesure | probabilités

Calcul stochastique

Modélisation Interprétation
du hasard probabiliste

Henri Lebesgue Andei Nikolaievitch Kolmogorov




Lois de probabilités

Mesure positive de masse totale 1
- Lois discrétes
(Loi binomiale, Polya, Poisson, Géomeétrique, Hypergéométrique, etc.)
La probabilité est caractérisée par un ensemble de nombres dont la somme vaut 1
- Lois continues
(Lois uniforme, Cauchy, Gaussienne, Gamma, Beta, Fisher, Pareto, Weibull, etc.)

La probabilité est caractérisée par une fonction appelée densité de probabilité
dont I'intégrale vaut 1

-Moyenne gy :f X dp :f w2 Hla)di -Variance Var(X) =B(X?) - (E(X))? =o®
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Histogrammes
Techniques statistiques - Tests d’hypothéses

Exemple : Tonalité des 555 Sonates de Domenico Scarlatti

0.24

0.154

0.19

0.087

04

Tonalités majeures Tonalités mineures

Calcul de la moyenne 0.9 (entre SolM et Ré M) et de la variance 4.76 (écart type = 2.2)

Conclusions : Emploi rare des tonalités ayant beaucoup de diéses ou de hémols
Emploi plus rare des tonalités mineures avec diéses qu’avec bémols




Histogrammes
Exemple : Compositions pour piano et orchestre

QOeuvres renommées

1828 : Chopin, Fantaisie

1829 : Chopin, C2

1841 : R. Schuman, C.

1852 : F. Liszt, Fantaisie hongroise
1857 : F. Liszt, C2

1868 : Saint Saéns, C2

1875 : Tchaikovski, C1

1881 : Tchaikovski, C2

1887 : G. Pierné, C

1886 : Saint Saéns, Carnaval

1896 : (ed) Chaminade, C

1897 : A. Scriabine, C

1908 : Liapunov, Rhapsodie sur des
thémes ukrainiens

Liapunov, C2

: Falla, Nuits dans les jardins d’'Esapgne

1909 :
1915

Oeuvres contemporaines

1931:J.Cras, C 1962 : G. Hugon, C

1950 : H. W. Henze, C1 1963 : A. Tisné, C3

1955 : M. Tippett, C. 1973 : L. Berio, C (2 pianos)
1958 : A. Tisné, C1 1973 : H. W. Henze, Tristan
1960 : A. Schnittke 1980 : G. Ligeti, C

1961 : A. Tisné, C2 1980 : M. Lévinas, C2

Corpus de 1200 oeuvres

0.169
0.14
012
0.14
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0.064
0.044
0.024

1950
Nombre de piéces composées par décade

1750 1800 1850 1900

Conclusions

Comment caractériser le climax du genre ?
La période “chef d’oeuvre” 1870-1900
précéde un regain d’intérét pour le genre ?

Entropie et information

Nombreuses définitions : Clausius,
Voisculescu, Stormer, etc.

Shannon, Boltzmann, Rényi,

Pour une variable aléatoire de densité f(x) 5= f F(2)log f(2) de

Pour une variable aléatoire discréte p1, p2, ....

S(p1, ..., pn) est max ssi p1=..
Pour une partition (A1, A2, ..., An)
sur un espace de probabilité

S(P) = —k>_u(As)log u(As)

i=1
L’entropie topologique
hiop = supS(P)
P

Second Principe de thermodynamique

S est maximale a I'équilibre thermodynamique
La production d’entropie dS/dt est positive
L’entropie ne peut que croitre

8=k ;log(p;)
=pn=1/n =

0.4
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Courbe f(x) = -x log(x)




Analyse entropique

D. Kraehenbuehl, E. Cons, “Information as a measure of structure

in music”, Journal of Music Theory, vol 2 no 2, 1958.

C. Bean, L. Hiller, “Information theory analyses of four sonata expositions”,

Journal of Music Theory, vol. 10, no. 1, 1966.

Exemple : Analyse entropique de Bean et Hiller

Corpus étudié par Bean et Hiller Entropie

- Mozart, Sonate en Ut M K545

- Beethoven, Sonate en Mi m Op 90

- Hindemith, Sonate no. 2

- Berg, SonateensimOp 1 ;
|
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L'entropie des compositions
croit avec les années
Partage en 4 zones

>
Mesures

Allure de I'évolution entropique

Q1
Q2
Q3
Q4
Q5
Qé
Q7

Musiques stochastiques

Exemple : Achorripsis de lannis Xenakis

- Musique stochastique libre (événements indépendants)

- Distribution selon une loi de Poisson : 28 mesures, 7 Qualifications = Matrice 7 x 28
- Puis distribution Vitesse, durée, intervalles selon loi de Poisson

U Pas d'événement

i ] . Evénement triple
D Evénement simple

. Evénement quadruple

Evénement double

Qualifications :

1 - Flate

2 - Hautbois

3 - Cordes glissées
4 - Percussion

5 - Pizz.

6 - Cuivres

7 - Archets

Temps




Processus stochastiques

Exemple : Olivier Messiaen Mode de valeurs et d’intensité
16

(1) Répartition d’un paramétre musical 1
(Exemple : Notes codées 1 & 12 dans la premiére voix) .
(2) Construire la fonction de corrélation du processus

ij(xm - EX)(X(t+7) - EX) v
ity = o .

x
Y (X(r) - BXP
=

[T~ RN R S -]

(3) Calculer la densité de puissance par FFT
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Fonction de corrélation Transformée de Fourier Rapide (FFT)

Chaines et Processus de Markov

Ne dépend que du dernier instant (pas de toute I'histoire)
P(Xois =k | X =21, X5 =2, Xy =0 s) =B Xays =k | X1 =80 y)
Matrice de transition
Pi,j = probabilité de I'état j sachant que le processus

vient de I'état i
1/2 0 1/2
P= 1 0 0
13 1/3 1/3

<
Sous certaines conditions, il existe une mesure invariante

)

[ £ dx

Yy € E, ZA(.’E)P(’.E,y) = )\(y) ig(Xk) o fg dA
zc B k=0

L'entropie d’'une chaine de Markov sur un espace d’état discret

S = — Z )\,; ng IOgP,‘j

i,f 21

i.f(Xk
k=0




Analyse markovienne
Exemple : Anton Webern, Mélodie Opus 17/1

L’espace des 12 sons est assimilé a {1, 2, 3, ...., 12}

Calcul de la matrice de transition Pi,j

= Probabilité d’obtenir une note j sachant que la note précédente était une note i
Q = Matrice de transition théorique des (au plus) 48 formes sérielles

& o [ [
2 A ETRR T 2 2

2 12 M M 2 R

Topographie de 'espace sériel : 2-norme(P-Q) = 0.6485
2-norme = sup des valeurs propres de A. Transpose(A)
Cartographie des oeuvres sérielles

Musiques markoviennes
Exemple : lannis Xenakis, Analogique B

Associe des matrices de transitions a des groupes préalablement constitués
Construction de trames pour , I —
- Deux groupes de plages de fréquences (F) S
- Deux groupes de plages d’intensité (G) 3 j
- Deux groupes de plages de densités (D)

Chacune de ces trois variables (X et Y) évolue

selon un protocole ayant deux matrices de transition :

0.2 0.8 0.85 0.15

0.8 0.2 04 0.6
L’entropie des matrices est peu différente : H(P)=0.707 et H(Q) = 0.722 ;®

P=

90/ \91 90/ \91
dO/ \cn d()/ \m do/ \d1 do/ \d‘l
| | | | |

Trame A = (f0,g0,d0) B c D E F G H




Modéles thermodynamiques

Exemple : Modéle d’Ising - Interaction entre proches voisins

Les objets sont placés sur un réseau et interagissent
entre proches voisins S = +1 ou -1 /\
Initialisation : S = -1 partout. SN
L’interaction entre Si et Sj est modélisée par Si*Sj
En chaque site (i,j), 'énergie est :

E(ij) = - R (SN + SW + SS + SE) * SO
AE(ij) = E(ij) - E(ij)

Les probabilités de transition de la chaine de Markov

= proba de transition de SO a -SO: .
La valeur moyenne présente

i = exp ( -b* AE(i une discontinuité :
Qij = exp ( (i) ) iy
Pour un réseau carré de N x N points, I'aimantation _,_-.\
Pouruntemps T

e
My, = FZS"*"

1 T
i=1 M = ']:ZJ[,'\ ’

=1 1/b

Transitions de phase

Discontinuité de grandeur thermodynamique
Pour chaque site s, on définit un hamitonien H(s)
caractérisant I’énergie du systéme

Une densité de probabilité (mesure de Gibbs) :
o—BH
(z) = -
o)==
La fonction de partition
_— » T
= / e BH() gy Z:Zf‘f”ﬂ” o'

L'entropie

S=—k [ f@)log f(a) du
dlogZ
a3

L’énergie libre
F=—kTlogZ =U—-TS Ak
; ;
L'entropie  oF aF
§=—

o7 = kllogZ +8U) = kSH = o Te

La capacité calorifique ) (,;az_r' 2 ?logZ
o= — = —-k3 =
ar ) v N ( )

L'énergie interne 0 =EH=-

v =i
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Tempéraments de Farey

Tempérament de Farey = Suite de Farey + 1

Suite de Farey = tous les rapports p/q avec petq<N

Définition récursive : Partir de F1 = {0/1, 1/1}

et ajouter la médiane de chaque couple (p/q, xly)
(p+x)/(qty)

F2 ={0/1,1/2,11} F3={0M1, 1/3,1/2, 2/3, 1/1}

Construction d’une fonction de partition
Pour chaque ensemble de Farey Fm = {x1, x2, ..., Xm}
On pose v(i) = Denom (x(i)) + Numer (x(i+1))
La fonction de partition

m—1

Bi=N.5? Zi=27 Zi=2P43% Z=0Pp34"
§=1
L'énergie libre F présente une transition de phase en B =2
~1log Zn(3
F(3)= lim —UD—()
m—oe 3 m

Choix d’une autre distance

Pour la norme p-adique m—1

-3
Zn=2. D laily

i=1peF

Pour les premiéres valeursdem=1, 2, 3

Méthodes de Monte Carlo
Simulation de processus aléatoires

E.g. Méthode utilisée dans le modéle d’lsing multidimensionnel

Exemple : Calcul de la surface d'un cercle de rayon 1 ./' o .
Lancer des points tirés au hasard dans [0,1]x[0,1] - = = :
Compter le nombre de points dans le cercle e Ras

et le nombre d’'essais effectués i P

100 n

j‘/‘ == Nb de points dans D \.\
D

Applications :

Calcul d’intégrales multiples

Résolution de systémes linéaires

Construction de processus aléatoires dont la moyenne
est solution d’une équation aux dérivées partielles
Probléme : Réduction de la variance (Seuil de confiance)

Pour la composition musicale Utilisée par Xenakis

Caractéristique de la méthode simplicité d’emploi




Probabilités non commutatives

Trois types de probabilités non comutatives (= probabilités quantiques)
R. Speicher et M. Schiirmann ont montré qu’il n’y a que trois types
d’indépendance stochastique

Cas booléen (W. Von Waldenfels)
Cas tensoriel (R.L. Hudson et K. Parthasarathy)
Cas libre (D. Voiculescu)

Théoréme de la limite centrale (Cas commutatif)
Soit X1, ..., Xn une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi gaussienne d’espérance m et de variance = s Alors

X+ Xat Ko | artmad)
\-H
Théoréme de la limite centrale (Cas libre)

Soit X1, ..., Xn une suite libre centrée réduite de I’'espace de probabilité (A.o|

. ; ; . 08
¢(X;) =0 ;L\Fw =1 su],-[;»,\fil < 00
i 0s

Alors Sn/sqrt(n) converge vers la loi semi circulaire o,

y 03 e S

N, AN R S
— = =& «qg P e \./-L - .i'z.i[_3'+2J e / g
4T

\/fﬂ sl \

02 El ] T 2

Matrices aléatoires

Matrice aléatoire = matrice dont les éléments sont des v.a. Indépendantes
Matrice gaussienne = les éléments sont des v.a. gaussiennes
Probléme : trouver la loi de distribution des valeurs propres

Cas des matrices aléatoires gaussiennes symétriques réelles
Soit T une matrice aléatoire gaussienne symétrique réelle
E(T;;)=0 aE(I%)=d?
Alors la densité moyenne des valeurs propres tend vers la loi semi-circulaire

VA2 — a2 1 _as 104

+20 |
/ Vdo? — 22 dr

-2

pa) = 5

En particulier

lim —trE(T*) =
n—00 11 (2 2w

Entropie libre de Voiculescu
Pour une variable aléatoire X de densité h(x)

|
y(X) =ff log |s — 1| hisihit] ds.dt + 7 + — log(2m)




Mouvement brownien
Processus de Wiener

- Processus a accroissements indépendants
(B(t0), B(t1)-B(t0), ... , B(tn)-B(t(n-1))

- B(s+t) - B(s) suit une loi normale N(0,t)

- B(t) est continue

- (B(t+h) - B(t)) / h tend vers N(0, 1/h)

- B(t) n’est nulle part dérivable

- Si B(t) est un brownien, TB(t/T) est un brownien

Norbert Wiener

- B(t) est un processus de Markov
de probabilité de transition

L —(y—2)°
p(s. ;1. B) = = dy
M ) L V27 (E - 8) P-e ¥

La fonction de corrélation K(s,t) = min (s,t)
==> Modélisation de bruit blanc

Intégrale stochastique

Probléme : Donner un sens a l'intégrale
(Xt = Bt n’est pas dérivable, mais continue)

b 3
f d .\'—3 =7

L’intégrale est un processus aléatoire

wp® O
e -2
mﬁQeSW
&

1 -
f Fltw).dW (¢ ) .mTf(f w)(W (i) = W(ts)) '§§
old w
L’application de cette formule conduit a ¢
i p) i B g 10
1 5 b Simulation de mouvement brownien
f WdW,= W2 - -
o 2 2
Soit sous forme différentielle D’oul I'idée de développer un nouveau calcul

intégro différentiel
dIWE = 20 diV; +dt

10



Formule d’lté

Nouveau calcul différentiel

Pour un processus stochastique X(t) vérifiant
dX: =a(t, X;)dt +b(t, X;)dW,
le processus Y(t)=f(t,X(t)) vérifie

At Xy 1, L L Y R
+alt ,\.L-'a—:+_—!;-2.r Ne) o s bt N

afit. X¢)
at

. afit. Xe) ...
dft Xt = | — LIPTTEN

En particulier
df (W) = f'(We)dWWy + 5 7 (We)dt
Equation de Fokker Planck
La densité de probabilité de X(t) vérifie I'équation de Fokker Planck

dp _1PH(ty)p)  Ialt.y)p)
a2 Oyl Dy

Equations différentielles stochastiques

Solution probabiliste d’un probléme de Dirichlet

Soit D un domaine régulier borné, I'équation
du

E:Eu

avec pour conditions initiales u(0,x)=u0(x) sur le bord
admet une solution probabiliste unique

1 =lo—yl® .
zut..z-7IEw.1+Bz-—/J;‘:TrIn12t #® Uglylay

Ce résultat autorise la construction de solution par Monte Carlo

Equation de physique mathématique bruitée

Equation déterministe ‘ = Bruit aléatoire

Exemple : Equation de Langevin
dv
=@+ £(t)

dX; = —aXdt + vV2DdW,

11



Méthodes particulaires stochastiques

Principe : Chercher des solutions d’'une EDS en prenant une mesure
empirique (somme de dirac)

Equation de fluide Navier-Stokes
o V- wVu—rAu=0
En WV —w.Vvu—raw =

Les particules de position xp(t), de volume vp(t) contenant une vorticité wp(t)
w(x, t) Zu Jo(x — ap(t))up(t)
Equation d’une membrane vibrante

9%
o = ¢ 2Au+ (1)
- Passage en polaires
- Solutions périodiques
- Détermination des fréquences
- Pour une membrane circulaire
par les zéros d’une fonction de Bessel
- Dérive des fréquences sous
'influence du processus aléatoire

L’inharmonicité est per¢ue comme une perturbation aléatoire

Conclusions et Perspectives
Autres applications des techniques stochastiques

Recherche de codons dans une séquence musicale

Utilisation d’algorithmes génétiques

Exemple : Olivier Messiaen, Mode de valeurs

et d’intensité. Codage G =1-2 voix 1, C=3-4
voix 1 T =1-2- 3 voix 2 A= 4-5 voix 3
GCTTACTGGACGATTGTGGGAGCTTTATGCGTG
TCGATCGGCT

ew*‘#}?ﬁ Capacité et dimension de Hausdorff

o
é;é %3}“”&55 - Formalisme thermodynamique
8 .

F " utilisé dans le calcul de dimension
Ki:% gw {j\:‘; fractale et des capacités
o gﬁ( %—*% - Modéle reproductif aléatoire
¥ ¢ & e.g. Courbe de Koch + aléa
- Lien avec le calcul de I'évolution
entropique

- Fractions continues aléatoires
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