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...une histoire récente

® 1999 : 4° Forum Diderot (Paris, Vienne, Lisbonne),
Mathematics and Music (Assayag et al., 2001)

® 2000 - 2003 : MaMuTh Seminar (Mexique, Zirich, Berlin).

Perspectives in Mathematical and Computational Music Theory
(Mazzola, Noll, Luis-Puebla, epOs, 2004)

® 2000 - 2001 : Séminaire MaMuPhi (Ircam). Penser la musique

avec les mathématiques ? (Assayag, Mazzola, Nicolas, Collection
Musique-Science, 2005)

® 2003 : The Topos of Music (G. Mazzola et al.)
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e 2001 - 2005 : Séminaire MaMuX de I'IRCAM

http://recherche.ircam.fr/equipes/repmus/mamux/

e 2003 - 2005 : AMS Conferences. Special Session on
Mathematical Techniques in Music Analysis (Bateau Rouge,
Chicago,Phoenix, Evanston)

_Illlnl

e 2005 : Création d’une revue internationale sur musique et
mathématiques (Journal of Mathematics and Music).
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Problemes « mathémusicaux »

Set Theory, théorie diatonique et theorie modale

Théoreme de I’Hexacorde (Babbitt, Lewin, Fox[?])

La relation Z (Forte, Lewin)

Propri¢tés de la gamme diatonique (Balzano, Clough&Myerson)

Ensembles a régularit¢ maximale ou ME-sets (Clough & Douthett)

Enumération d’orbites (Halsey&Hewitt, Reiner, Fripertinger, Read, Noll)

Canons rythmiques de pavage (Vuza, Andreatta, Amiot, Fripertinger, ...)

Suites modales et calcul de différences finies (Vuza, Andreatta, Agon)

Approches topologiques en musique

Théorie des gammes naturelles (Yves Hellegouarch)

Tresses et nceuds des tempéraments musicaux (Franck Jedrzejewski)

Topologies motiviques (C. Buteau, A. Nestke, E. Chew)

Théorie mathématique de la musique

TN

Théorie des dénotateurs, des compositions et réseaux globaux (Mazzola)
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W Modern Algebra and the Rise of Mathematical (Music) Stlﬂ(zﬁctcures)
. Corry

 F. Klein : Le Programme d’Erlangen, 1872

e G. Adler: «<Umfang, Methode und Ziel der Musikwissenschaft», 1885

* D. Hilbert : Grundlagen der Geometrie, 1899
e B. L. van der Waerden : Moderne Algebra, Springer, 1930

e E. Krenek : Uber Neue Musik. Sechs Vorlesungen zur Einfiihrung in
die theoretischen Grundlagen 1937

e M. Babbitt : The function of Set Structure in the Twelve-Tone System,
PhD, Princeton University, 1946/1992

e N. Bourbaki : « L’architecture des mathématiques », 1948
 S. Eilenberg, S. Mac Lane: « Gen. th. of natural equivalences », 1945

e . Xenakis : Musiques Formelles, 1963 (Formalized Music, 1992)
e A. Vieru : Elements d’une théorie générale des modes, 1967

e A. Forte : The Structure of Atonal Music, 1973
* D. Lewin : Generalized Musical Intervals and Transformation, 1987

SR AP bn

e J. Piaget, G. Henriques, E. Ascher : Morphismes et Catégories, 1990

e G. Mazzola : The Topos of Music, 2003




Musique et théorie des groupes

* G. Birkhoff : Aesthetic Measure, Harvard University Press, 1933

= Ch. V : The diatonic chords

= Musical Notes, Intervals, Triads, and Chords

» The Equally Tempered Diatonic and Chromatic Scale. Modulation.
= Ch. VI : Diatonic Harmony

» The Problem of Chordal Sequences

= Ch. VII : Melody
= The Problem of Melody and the Role of Harmony
» Definition of O, C, and M (aesthetic measure) for simple melody

» The Problem of Rhythm

* F. Le Lionnais : Les grands courants de la pensée mathématique 1948

= Les mathématiques, la beauté, I’esthétique et les beaux-arts
= Andréas Speiser :La notion de Groupe et les arts
» Henri Martin : Les Mathématiques et la Musique




Vers I'émergence des structures algébriques en musique
Ernst Krenek et la méthode axiomatique

» The Relativity of Scientific Systems

» The Significance of Axioms

* Axioms in music

* Musical Theory and Musical Practice

Wl BED

Ernst Krenek : Uber
Neue Musik, 1937
(Engl. Transl. Music

here and now, 1939).

«Physicists and mathematicians are far in advance
musicians in realizing that their respective sciences do not
serve to establish a concept of the universe conforming to an

objectively existent naturey

of

«As the study of axioms eliminates the idea that axioms are
instead as free
propositions of the human mind, just so would this musical
theory free us from the concept of major/minor tonality [ ...] as

something absolute, conceiving them

an irrevocable law of naturey.




['emergence de la structure de groupe en musique

La relation de congruence mod 12

Camille Durutte:

 Technie, ou lois genérales du
systeme harmonique (1855)

o Resume elementaire de la Technie

harmonique, et complement de cette
Technie (1876)
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The Twelve-Tone System, 1s a «set of elements, relations

between elements and operations upon elements
(M. Babbitt: The function of Set Structure in the Twelve-Tone System, 1946)




Une démarche algébrique pour le sérialisme intéeral

« Une comprehension de la structuration dodecaphonique des
composantes autres que les hauteurs ne peut que passer par
une définition correcte et rigoureuse de la nature du systeme
et des opérations qui lui sont associees »

an

M. Babbitt : « Some Aspects of Twelve-Tone Composition »,1955

« [Le systeme] peut étre caractérisée completement en
explicitant les éléments, les relations [ ...] entre ces élements
et les opérations sur les elements ainsi reliés. [...] Toute
consideration sur les opéerations du systeme doit procéder de
la conscience de leur nature permutationnelle »

M. Babbitt : « Twelve-Tone Invariants as Compositional Determinants », 1960

« ...un large nombre de conséquences compositionnelles sont
derivables directement de théeoremes de théorie des groupes
finis »

Wl RE e

M. Babbitt : « Set Structure as a Compositional Determinant », 1961



Le systeme dodécaphonique et la theorie des groupes

The Twelve-Tone System, 1s a «set of elements, relations
between elements and operations upon elementsy (Babbitt, 1946)
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La notion (moderne) de symetrie en musique

1‘:
:
j;&,:: -|5- L
S I R R | Y | ol
S \al R R \\\ /
L |[I1 ST.RLR R =
R| R }r """ S~ e g |
RI|[RI[R 1S e i N,
T=xriy
(Babbitt) (Xenakis)
L=x+w
- S serie de base ——» f,=Z=x+ yi = Z = I,{Z) = original forn
I 1inversion > f,=x-yi= |Z|¥Z=L{Z) = inversion

RI rétrOg. inverse —— 3 L =-a-yi= -2 = L{Z) = iuveriod touogiadaiion
R rétrOgradation —  » [ =wx+7=d|7]¥ % =) = retrogradation



Vers une formalisation algébrique du sérialisme intégrale

« [Le systeme] peut étre caractérisee completement en explicitant les éléments, les relations [ ...]
entre ces elements et les opérations sur les élements ainsi reliés. [...] Toute considération sur les
opérations du systeme doit proceder de la conscience de leur nature permutationnelle »

M. Babbitt : « Twelve-Tone Invariants as Compositional Determinants », 1960
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Les principes
de base de la Set Theory .
une ntroduction

Set Theory « classique » et
Approches Transformationnelles

Moreno Andreatta
Stéphan Schaub

Collogue International

RESUNANQEgSZUU'S & :. |rcam.. Autour de la Set Theory

- . .o..- . 0@ - ® s wociosenn EC‘-‘BL’;FMW IRCAM OCtObre 2003

« Une introduction a la Set Theory : Les concepts a la base des théories
d’Allen Forte et de David Lewin », Musurgia, Vol. X/1, 2003, 73-92.




Les origines de la théorie
transformationnelle

la filiation Babbitt/Lewin

Stéphan Schaub
Moreno Andreatta Journee d’etude sur les
Théories transformationnelles

et néo-riemanniennes
IRCAM Février 2005
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Fonction et structure d’une théorie de la musique

« ...rendre possible d’un coté l’étude de la structure des systemes musicaux
[...] et la formulation des contraintes de ces systemes dans une perspective
compositionnelle [...] mais aussi, comme étape préalable, une terminologie
adequate [ ...] pour rendre possible et etablir un modéle qui autorise des
enoncés bien déterminés et vérifiables sur les ceuvres musicales »

M. Babbitt : « The Structure and Function of Music Theory », 1965

Approches ‘set-theoriques’ f@ 0
>
 A. Forte : The Structure of _'___/ipﬁf '

Atonal Music, 1973.
e D. Lewin : Generalized

Musical Intervals and R 6
Transformation, 1987

e {05911} | — 4. 799 4_‘
* A. Vieru : The Book of 11,11, 1 1]
modes, 1993 (orig. 1980) » [ (5421)

 A. Riotte, M. Mesnage : I’analyse formalisée |— | 0-3421

 E. Carter : Harmony Book, 2002 » | N°23




A. Schoenberg : Klavierstiick Op. 3§a. 1929
' hiee
S50

|
L’analyse formalisé€e ou les « entités formelles » en musique
André Riotte et Marcel Mesnage

: !B G L : i
0-5511 4233 3-6231 L 11-5132 04332 Z-5511
(12586 (234561  (123456) § (123456) (234560 (1256




Le catalogue des pcs d’Allen Forte (1973)

5236 0,124 20217 [7236 01723568 444342




A la recherche des bons invariants pour un ECH

La fonction intervallique IFUNC (Lewin)
répertorie la fréquence d’apparition des classes
d’intervalles contenues dans un ECH.

IFUNCA,A)=[411111111111]

AR A .

: ci: 5
ciDcilci2... ci1l1.

Le vecteur intervallique (Forte) répertorie la
fréquence d’apparition des classes d’intervalles A=10,5,9, 11}
modulo 1’équivalence : cii = ci(12-i)

—
- Do,

VI(A)=[111111]
cil ci2ci3...ci6.
La structure intervallique (Vieru) répertorie

les classes d’intervalles successives dans un
ensemble des classes de hauteurs.




Set Theory, analyse transformationnelle et théorie des catégories
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Systeme d’Intervalles Généralisés - Systeme Généralis€ d ’Intervalles
David Lewin’s Generalized Interval System

GIS = (S, G, 1nt) int(s,u)

5= ensemble int(s.t) int(t,u)
(G,*) = groupe d’intervalles T TN TN

t u

int = fonction intervallique \)
SxS My @G o

1. Pour tout objets s, #, u dans S :
nt(s,?)*int(¢,u)=int(s,u)

2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle
i dans G 1l y a un seul objet ¢ dans S tel que
®

nt(s,t)=i q

- - « On Generalized Intervals and Transformations », JMT, 1980

- « A Formal Theory of Generalized Tonal Function », JMT, 1982

- « On Formal Intervals between Time-Spans », Music Perception, 1984
- Generalized Musica Intervals and Transformations, 1987




Fonction Intervallique IFUNC dans un GIS
Interval Function IFUNC in a GIS

H={0, 1, 2, 5, 6, &8}

[a)
GIS = (S, G, int) 6 W@

o & @ O
S ensemble A \
’ : N— f;:\ - |$I .
Het H® dans § w ot

H’={3, 4, 7, 9,10, 11}

IFUNC(H, H)(i) = #{(a,b) € H x H ’ | int(a,b)=i}

IFUNC(H, H *)(2) = 4 @

- int(s.u)



Fonction d’Injection et relation d’inclusion/complémentaire
Injection function and the inclusion/complementary relation
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=2

INIHH (T)=#aEH|T(@EH"} —




Fonction d’Injection et relation d’inclusion/complémentaire
Injection function and the inclusion/complementary relation

f '? b:h%
l

H={0,1.2.5.6,8y H ={3.4.7,9.10,11} H"=T,I(H)={2.3.4,8, 10,11}
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X INJ(H, H')(T,) = 0
INJ(H', H)(T,]) = 0

INJ(H,H)(T,) =
nombre d’éléments a
deHielsque | (a) = H

IFUNC(H, H’)(1) =
nombre d'éléments (a,b)
dans H x H ’ tels que
int(a,b)=1




Babbitt

““““““““““ > | Théories diatoniques |«

|

AA

Théories néo-

. . <
riemanniennes

]

p» Théories
transformationnelles

v—

(American) Set Theory <+

« Here the basic hierarchical
scope of the (twelve-tone)
system is contained essentially
in the simple theorem that:

Given a collection of pitches
(pitch classes), the
multiplicity of occurrence of
any interval (...) determines
the number of common
pitches between the original
collection and the
transposition by the

interval »

(Milton Babbitt, Past and
Present Concepts, 1961)

I GIS

Lewin

INJ(A,B)(T)

IFUNC(A,B)(i)




Théoreme (généralis€) de 'hexacorde
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« Un hexacorde et son complémentaire ont le méme contenu intervallique »

IV(A)=1[4,3,2,3,2,1]1=14,3,2,3,2,1 | =1V(A)
IFUNC(A, A)(1) = IFUNC(A', A1)

« Un hexacorde et son complémentaire ont la méme fonction
B d injection par rapport a toute transformation bijective »

INJ(A, A)(f) = INJ(A', A)(f)

?? (Démonstration topologique par Ralph Fox et probléme de Waring) ??




Classification ‘paradigmatique’ des structures musicales

Théorie

_ Analyse Composition
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Action de groupe et classes d’eéquivalence d’accords
oféé—t.ffa%ma@m-fwf

On dira gue |le groupe G agit (ocu opére) sur l'ensemble X sl il
existe une application @ : (3 x X — X telle gue:

L’action d’un groupe induit
e Pour tout x dans X, & (ex)=x. une relation d’équivalence
e Pour tout gl,g2 € G, #(g1,8(g2,x))=7(g1.92,%).

T,(x) =0+x =x

e L Im(To(X) = T (%)
Groupe cyclique

4o > me7) @,3 = @O
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INIACTNNEY
THT
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T ¢ €
(23214)

4 — | a7 @, 11 - @88 &, 3= @118
Groupe dihédral
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W47 @, 5 =081 @, 0=0B1)
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(11136) (12234)

Architecture paradigmatique Groupe affine
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Lemme de Burnside (ou Lemme de Cauchy-Frobenius)

Jé@a.fl’@%@%ﬂ@m ~nel

Définition Soit X & X et soit 3 une action de G sur X.

« On appelle stabilisateur de x et on note stab(x) le
sous ensemble de G donné par stab(x)= A

{9€ G/g-x =z}

Stab(A4)={c}

s Onappelle orbite de ¥ et on note wix) le sous
ensemble de X donné par {g.z/g € G}

Définition Si g est élément de G et que # estune action de
G sur X, on appelle fixateur de g et on note fix(g) ou X9 |e
sous ensemble de X donné parfixig)= -[:.-,': e Ig.,.-': = ,-r.-}

Théoréme Formule de la moyenne On suppose G de cardinal fini et agissant surun

ensemble X. Alors sin désigne le nombre d'orbites distinctes de ['action si A désigne
le sous ensemble de X compose d'un représentant pour chacune de ces orbites, on a:

geG

Le nombre d’orbites sous 1’action d’un groupe fini G sur un
ensemble X est la moyenne des fixateurs des ¢léments du groupe.




.
Enumération d’orbites dans un espace tempéré Z/nZ
G\k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
"5 1 6 19 43 66 80 66 43 19 6 1 1
Dy 1 6 12 20 38 K0 38 20 12 6 1 1
Affy(Zi2) 1 5 9 21 25 34 25 21 9 5 1 1

(Fripertinger, 1992 / 1999)

+ D. Halsey & E. Hewitt: « Eine gruppentheoretische Methode in der Musik-theorie »,
Jahresber. Der Dt. Math.-Vereinigung, 80, 1978.

* D. Reiner: «Enumeration in Music Theory», Amer. Math. Month. 92:51-54, 1985

+ H. Fripertinger: «Enumeration in Musical Theory», Beitrage zur Elektr. Musik,1,1992
+ R.C. Read: « Combinatorial problems in the theory of music », Discrete Math., 1997
+ H. Fripertinger: « Enumeration of mosaics », Discrete Math., 1999

* H. Fripertinger: « Enumeration of non-isomorphic canons », Tatra Mt. Math. Publ.,
2001

+ H. Fripertinger: « Tiling problems in music theory », in Perspectives in Mathematical
and Computational Music Theory (Mazzola, Noll, Puebla ed., Epos, 2004)

- Rachel W. Hall & P. Klingsberg: « Asymmetric Rhythms, Tiling Canons, and
Burnside’s Lemma », Bridge Proceedings, 2004

Wl REe



Aspects computationnels

Enumeération d’orbites dans un espace tempéré Z/nZ et catalogues musicaux

O Patch HIE Patch HH
fB1 2345675918 11} (@ 1234567891811 [T 25456 78918 117 G 123456 75918 11
12 13 14 15 16 17 18 19 28 21 22 23) r 12 13 14 15 16 17 185 19 208 21 22 23}
’—r [ I ¥}
[=J )
. | O
n O
dr—card n
1] n & dn-card
card [

card

7]
(1112 85446 1771 5620 14421
30667 54484 81752 104006 112720
104006 B1722 54484 3067 14421
5620 1771 446 85 12 1)

(116194366
B0 66 43 196 1)

r [*] L*] ] L] r ] L] ] 7]
[7] [7] [7] [3] [7] [3] [7] [

L

7]
(111248 236 913 2920 7293
15581 27407 41272 52234 56822
32234 41272 27407 15581 7293
2920 913 236 48 12 1)

~

%]
(1161229 38
3B 38 29126 13

(ﬂ & w [ & (ﬂ & w [ w
4] T (3 T [ T (3 T T

i [4]»

Enumeération des classes
de transposition dans un
espace tempéré £inZ

Enumeération des ‘Pitch-class
sets’ (Forte) dans un espace
tempeéré £/nZ




Approches néo-riemanniennes et théories diatoniques

Dberte

( \ \zen)
(%in‘éih es

o

interferzan }

&
0
3
q a
K
5 \@
X N
1]
2
ﬁaﬁ,
|9$
w

—
aAsas eses Y heses fes s 2.Unte e.:-:7n'-<

\I
\
)\ fes e.s\\ ceses

' X g\ [eses \/asas Untérterzen) :

s eses (3
: \ . :
| B ” \| J,/ \‘l 1/ “1 - g Fd s \\ \ //\ //
Hugo Riemann : « Ideen zu einer Lehre von den Tonvorstellung », 1914
A C# F A" CH'OF' A" CH#" F" A" m3 mf mf “13 mf mf mf LA,
D F# A% [D'| F# a#' D" F#" as* pv | M3I—»0O 4 8 0 4 8 0
=) E L# G E' D#'  G" EBE" D#" " M3—>3 7 1 s 7 T s
C E s# c! E' GH'C" E" G#"oC! Me—>o Lo |2\6 Lo ‘ °
M3—»9 1 5—9 1 5 9
- F A C# F' A' c#' F" A cC#" F™ \| \
M3I—»0 4 2 0—4\ 2 0
Eh D F# Eb' D' F#' Eb" D" F#" Eb"' M3—» 3 . 11 3\'L—ll 5
Eb G E Eb' &' E' Eb" " B Eb"' M3— & 10 o 6 lO\L 6
ab E ab' C' E' Ak C E' A" M3I—eo 1 5 9 1 5 9 .
Longuet-Higgins (1962) Balzano (1980) Chouvel (2002)




Généralisations pour Z, =7, ,,,

(Noll, MaMuX, Déc. 2004)
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Propriétés mathématiques de la gamme diatonique

C/?;'/Z Y \{ " ifﬁ\f /5
. \4\? ‘10 ﬁ / 10
l;i """" G Pt LB & 3 4P |3
AR )/ Affy \s
clp|lE|F alalB|c ?1\5}‘“;-1_@,/;/?: L5 > N 1"
(Clough & Myerson, 1985) (Vieru, 1980)

+ G. Balzano : « The group theoretic description of 12-fold and microtonal pitch
systems », Computer Music Journal, 1980.

* A. Vieru : Cartea Modurilor 1980 ( The Book of Modes, 1993)

* Y. Hellegouarch : « Gammes naturelles », Publ. APMEP, 1983

+ J. Clough & G. Myerson : « Musical scales and the generalized circle of fifths »,
American Math. Month., 1986.

 D. Clampitt: « Some Refinements of the Three Gap Theorem with applications to
music », Muzica, 1995

« E. Agmon: « Diatonicism and Farey Series », Muzica, 1995

+ J. Clough & J. Douthett: « Maximally Even Sets », JMT, 1999

- D. Silverman & J. Wiseman: « Noting the difference: Musical scales and
permutations » (a paraitre dans American Math. Month., 2005)




Gammes engendrées par un intervalle (ex. quinte = 7)

07} 0714}  {071421} {07 142128

(75) (255) (2523) (22323)

- D. Clampitt: « Some Refinements of the Three Gap Theorem
with applications to music », Muzica, 1995

Théoreme des trois intervalles (conjecture de Steinhaus)

Soient k points placés consécutivement autour d'un
cercle modulo un angle a. Les k points partitionnent le

cercle en au plus trois longueurs differentes d'intervalle.

Wl ED




Théorie diatonique et problemes mathématiques (et physiques !)

Wl BED

C|D|E|F|/G|A|B|C

+ D. Clampitt: « Some Refinements of the Three Gap Theorem with applications to
music », Muzica, 1995
« E. Agmon: « Diatonicism and Farey Series », Muzica, 1995

- J. Clough & J. Douthett: « Maximally Even Sets », JMT, 1999

The one-dimensional antiferromagnetic spin-1/2 Ising model is investigated using the formalism
of Maximally/Minimally Even sets. The salient features of Maximally/Minimally Even set theory
are introduced. Energy and spin content vectors are defined to facilitate the use of interval spectra
used in Maximally/Minimally Even set theory. It is shown that Maximally Even sets of up- and
down-spins minimize the configurational energy per spin and that Minimally Even sets maximize
configurational energy per spin. An exponentially decreasing antiferromagnetic pairwise interaction
of arbitrary range is used as an example interaction. The asymptotic (N—) configurational energy
per spin and the energy per spin calculated for seven-near neighbors are compared

J. Douthett & R. Krantz: « Energy extremes and spin configurations for
the one-dimensional antiferromagnetic Ising model with arbitrary-
range interaction », Journal of Mathematical Physics, 37(7), 1996.




L’a duahte? sop/mteryal}es D)D),
Séquences périodiques et différences finies

f = 711101172711101172711...
\N/N\/
Df = 411 18754111875411...
\/
D’f = 1172711011727110...
\/
D3f = 1\/8754111875411...
Dkfo= L
pt ot .
e P S T S oy [t
mf mp b mp 7 P mp ™ rp rp
Vo D 3 g 7 11 0 11 10 g 9 0 9 1 2 9 B 4 3 5]
Vil 0 0 o 0 3 3 7 2 0o 0 O B 3 3 3 4 B 0 0
V3 3 4 4 1 11 11 2 3 3 9 4 1 7 11 8 N 3 8
x 0 0 0 00 3 o] 1] 3 3 3 3 9 0 3 6 [10] G ]
o0 0 3 9 10 O g 7 O & 7 8 6 4 8 3 4 B 3

Zone d’oubli pour alto (1973)




S¢équences periodiques et calcul des différence finies

Vers une théorie générale des phénomenes périodiques

f = 1\1/6\/7 2 310 116... DAx)=x)-f(x-1).

Df = 7 1717171...

D? f — \6/ 6666 Séquences reductibles :
\/ dk=1t.q.DFf=0

Dif = 000...

f = 711101172711 ...
\N/N\ /
Df = 4111875411 ... :
\ / Séquences reproductibles :
D’f = 1\1/727110117... k=15t DEf=f
D3f = 1\/87541118...
W pir = 711101172711 ...
Théoreme de décomposition: Toute suite périodique a valeurs dans un
groupe cyclique Z/nZ est décomposable (de facon unique) en une somme
d’une suite réductible et d’une suite reproductible (Vuza/Andreatta, 2001)




La dualité son/intervalles
La « structure intervallique » et 1’opération de « composition »

~—® Do,

Prs . D] 3
/- ,’r_,-"“"’ Do, Do, [ %] 5 bs g b4
! Dok . 4§3?3 . o3 . be
ff o 435) 3549 (543)
',k /' 4 \ /' 3 \ /’ 5\
S 3 4 3 4
L S w_ .5 L S
[a
& [
S e P
(66)°{0, 1, 3}= 123123e0}={0, 1, 3, 6, 7, 9)

I =((66)*{0HU(6 6)*{1HU((6 6)*{3})= «— L4/ 6, U6, U6,

={0,6}U{1,73U{3.9}= crible
={0,1,3,6,7.,9}.



« * » et la « multiplications d’accords » (Boulez)
(ou Transpositional Combination, Richard Cohn)

e e —————

(123123) -._..-@

= Composition de deux structures intervalliques

l 66)*(129)=2




La composition de deux structure intervalliques

66)°(129)="2 (66)° {1,2, 4} =

(66)°{0,1,3} = ={1,7}U{2,8}U{4,10}=
={1,2,4,7,8,10}

=10,1,3,6,7,9; (123123)

(12 3 123) , ’ ¥

Gprn b
. ﬂ
% % %ﬁ-ﬁ e
@ (123123) «—>» ‘ _

(123123) «—»

l Elle est bien définie !




Factorisation et canons rythmiques de pavage

Afig.9

Mig.10 HE| O=————i——=—— =
é

O

@L L=}

=R 5. e—

nnnnnn

4]

4]

[4]»

‘transpositional combination’

{0,8,101@{0,5,6,11} =Z,, = (2 8 2)3(5 151)

T T

Un des facteurs est un mode a transposition limitée




La construction des canons rythmiques

JH=43 il g 2 g
f R | | ]
D=4ﬂ S S P SR i fof—t ——
T TR T ET = Harawi (1945)
J a0 _ —
e R S i

3| L) T T

Visions de
= F. ] ["Amen (1943)

_m
-F—n
|
b
—
.

L ]
L ]
»
| T
- |
-
- |
- |
L ]
L ]
- |
L ]

« ...1l résulte de tout cela que les différentes sonorités se mélangent ou
s’opposent de manicres tres diverses, jamais au méme moment ni au
méme endroit [...]. C’est du désordre organisé »

O. Messiaen : Traite de Rythme, de Couleur et d’Ornithologie,
tome 2, Alphonse Leduc, Editions Musicales, Paris, 1992.




Conjectures mathématiques et pavages rythmiques

théorie “ composition

La conjecture de MinkowskKi
(version géometrique)
La solution algébrique de Hajos

Les intuitions du « rythmicien »
Messiaen

Le modele algebrique de
Vieru/Vuza (1991-)

Le modele informatique
generalisé (en collaboration avec
Carlos Agon et Thomas Noll)

Applications compositionnelles
(G. Bloch)

L’énumération des solutions: un
probleme ouvert (Vuza,
Andreatta, Fripertinger, Amiot,
Noll, Tangian, Jedrzejewski...)

Conjecture de
Minkowski (1896/1907)
Dans un pavage simple
[simple lattice tiling ] d’un
espace a n dimensions par
des cubes unités, il y a au
moins un couple de cubes
qui ont en commun une
face entiere de dimension

n-1.(Cf. S. Stein, S. Szab6 :
Algebra and Tiling, 1994)




Conjecture de Minkowski et théoreme de Hajos

Théoreme de Hajos (1942)

Soit G un groupe abélien fini et soient a, a,, ..., a, n €léments de G.

Si I’on suppose que le groupe admet comme factorisation la somme
directe des sous-ensembles A, A,, ..., A_suivants :

L] Ay =dloan ™ 'L A = {1 gz ad= " A =1, ol
i 2

avec m,> 0 pour tout i=1, 2, ..., n, alors un des facteurs A, est un groupe
Conjecture de
Minkowski (1896/1907)
Dans un pavage simple Théoréeme de Redei (1965)
[simple lattice tiling] d’un Soit G un groupe abélien fini et soient A;, A,, ..., A n sous-ensembles de
espace a n dimensions par G, chacun contenant 1’élément neutre du groupe et chacun ayant un
des cubes unités, il y a au nombre premier d’é€léments et supposons que le groupe admette comme
moins un couple de cubes factorisation la somme directe des sous-ensembles A, i=1, ..., n. Alors, un
qui ont en commun une face des sous-ensembles A, est périodique

B Ry m
W)
WI
v

entiere de dimension n-1.




Groupes de Hajos et canons de pavage

Un groupe G est “ groupe de Hajos ™ si pour toute factorisation du groupe en somme directe de
ses sous-ensembles A, A,, ..., A,, au moins un des facteurs est périodique.

Rédei 1947 (. p)
I__HE_lj_QS_ 1_9_5_(_) __________________ Z __________________________ 0
| Z/nZ avec n= p°: Groupes non-Hajos (bad groups)
' De Brujin 1 . L 72
i ¢ Brujin 1953 Pt 9) ——p | 108 120 144 168 180
i (P, g, 1) L 200 216 240 252 264 270 280 288
. Sands 1957 »% 4% o 300 312 324 336 360 378 392 396
| 0% q, ) L 400 408 432 440 450 456 468 480
b o 500 504 520 528 540 552 560 576 588 594
_______________________________________ w,q,r,8) b 600 612 616 624 648 672 675 680 684 696
i 700 702 720 728 744 750 756 760 784 792
Sands 1959 (22, 22) : 800 810 816 828 864 880 882 888...
S
(2, 2)
Sands 1962 (»,3,3)
(»,2%2)
».2,2,2,2) |t
% 2,2,2) |
»°,2,2)
»,q,2,2)
Sands 1964 Q
7+7Z/pZ

Q+Z/pZ



Nombres remarquables en mathématiques

F. Le Lionnais, Les nombres remarquables, Hermann, 1983

Soit G un groupe cyclique et S, 7' deux sous- Groupes non-Hajos
ensembles de G dont il est la somme directe |[...]. ng 120 144 168 180
Une telle décomposition G=S+T peut étre faite si S 200 216 240 252 264 270 280 288
est un sous-groupe de G (s’il en existe = {0} et G) 300 312.324 336 360 378 392 396

: . , 400 408 432 440 450 456 468 480
et si 7' contient un représentant de chaque classe de 500 504 520 528 540 552 560 576 588 594
G/S. Mais il en existe d’autres telles que ni Sni T 600 612 616 624 648 672 675 680 634 696

: 700 702 720 728 744 750 756 760 784 792
ne sont des sous-groupes. [...] 72 est le plus petit 800 810 816 828 864 880 882 888...

nombre positif tel que le groupe cyclique
correspondant se décompose sous la forme S+T
avec S et 7'non périodiques. On peut prendre

S =(0, 8,16, 18, 26, 34)

r'=(0,1,5,6,12, 25, 29, 36, 42, 48, 49, 53)

L. Fuchs, Abelian Groups, 1960




Structures remarquables en musique

‘Bad groups’ et canons RCCM (Vuza, 1991 - 1995)

i = == 1 E:::Eﬂl : * = #r e




Vers une classification (paradigmatique)des canons RCCM

| (8828838 (8828 838)
(162142 16 22) (162 142 16 22) (148108 14 18)
| (148108 14 18) (148 10 8 14 18) S

.
ccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc




Georges Bloch (2001-2004)

Stratégies compositionnelles nouvelles a partir du modele formel

 Organisation métrique d’un canon de pavage

e Réduction d’un canon de pavage en canons auto-similaires
* Modulation métrique entre canons

 Transformation d’un canon rythmique en « texture »

harawun . .,

géfs-._____;; ey ol SR ppalg BT el IvE
. Y . ‘ — T — =
* Projet Beyeler (2001) Q| PR S S R SO O S ¥ e W
e : : = ‘;:""':é S e : ‘-:i--_'a- = ‘#:"3: —
* Projet Hitchcock o - _ T
.. (¥ = e ==
* Visite des tours de la il 1t [ v — ; k
cathédrale de Reims p—_
. S ESSsSSse— : —
» Noé¢l des Chasseurs “ _ o
\ (As sie = e —= e :.:i-f:.:- FE—F -;'-—:_.zv#f;‘":;—:-.::f- =
» Canons a marcher MESES e s

* Canon a eau b e

» Harawun (2004) (TR R [ 12 s S W fin ] ]
4 ’ - — — —_ b o e —
T — S i ff‘; eSS s T e eSS SeS==
- . . - ; -
|: 5 — "h_'___-ar i __?__ L i # = — 1
e

Harawun: 1.’ entrée d’un canon RCCM modélisé sur Harawi




™ Georges Bloch (2001-2004)

Stratégies compositionnelles nouvelles a partir du modele formel

. i T —F— —f— 3 3 '—FT'.—-"’I"-—-"’—‘ N
y 2 _ £e o f e ele ey,
F 1 1 1 1 1 1 1 1 Ll 1 1 1
Bld F | —% |F |! 14 1 1 i 1 1 14 1 |
S S —— 3 == ' —
S v e - P
— -rH— -_ —I= T - - rIm e —rF—-
—T— = _ T - =
y g —— £ e N . — = [f—ef T [
I : F— 3 — : = —
== = s === e —j
—t— —— — " = —t— ——

™
wl
1
':=J1
N
*
[y
o€
;%- =

£ £ by
—_———
I L =
T =
le £ & __E £
r e
| m—  m—

Canon Final : transformation d’un canon rythmique en « texture »



Evolutions récentes: le pavage de la ligne

e Tom Johnson (2001): pavage de la ligne avec un pattern rythmique donné
e ex. 11001

e Andranik Tangian (2001): Représentation polynomial
*J(X)=1+ X+ X*(JOHNSON's polynomial).

« Emmanuel Amiot (2002): A solution to Johnson-Tangian conjecture

* Theorem: Any tiling of the line by the pattern 1 1 0 0 1 and its binary
augmentations (eg 101000001,10001000000000001...) has a
length that is a multiple of 15.

« Harald Fripertinger (2002):
« “Enumeration of non-isomorphic canons”, Tatra Mt. Math. Publ., 23,

4'7-57, 2001

e R. Tijdeman : “Decomposition of the Integers as a direct sum of two
subsets” (dans Séminaire de théorie des nombres de Paris, CUP, 1995)

-  J. Lagarias & Y. Wang : “Tiling the line with translates of one tile”, Inv.
Math., 124, pp.341-365, 1996

e E. Coven & A. Meyerowitz : “Tiling the integers with translates of one
finite set”, J. Algebra, 212, pp.161-174, 1999




Canons de pavage et polynomes

A®B=Z/nZ > A=) X

ke A

Ax) xB(x)=(A®&B)(x)=1+x+...x"" (mod X“—LH‘

“patch =

3
Iﬂﬂ P{x}-l+x+x4+15 Q{x}-l+xE+:E+x1u+x1E+x1E -

Ilﬂﬂﬂu;‘ 16 18) |

UUUUUU

Al ol A A 5 T T [ A

- =

= =
[ [ I T I
L

Tix)=1 42 4x... 4x2d _

L} [4]+]




Racines de ’unité et polynomes cyclotomiques

Racines n-iémes de I'unité :  z" =1
3 {1:—1?\/51 —1—;/5}

n=4 —— {1, 4i,—1,—i}

Le racines n-iemes de 1'unité peuvent s'€crire sous la forme :

E%=cns(%)—l—ism(%—w) (k,neNet0 <k <n)

i T

Elles sont exactement les racines du poélynome : p(X)= X" —1

A
2kaw

Le racines n-iémes primitives de l'unité : & »  (1,k)=1

Elles sont exactement les racines du pélynome cyclotomique :
2(n)

Op(X) = [[(X —z) < » X" 1=[]®s(X).

k=1 dn




k=1 d|n
O X)=-1+X < > (=L 1
O, (X)= 1+X » (1, 1)
O, ()= 1+X+X2 - > (1, 1,1)
O, (X)= 1+X2 - > (1,0, 1)
(I)(X) 1+ X+ X2+ X3+ Y4 < > (1,1,1,1,1)
O ()= 1-X+X2 < - (1,-1,1)

Pavage de la ligne et polynomes cyclotomiques
2in)
(PH(X): H[:X—E,:;)< > Xﬂ—1=H(IJd(X).<—

A=1+X+X2+. +X"-1=1_[<I>d(X)< d|n

>¢

= (A & B)(x )"1+x+...x“_' (mod X™ —1) .

= |
- Ay= 14X+ X2 X0 = 00,00
| BT '



Bonnes et mauvaises factorisations

d
An=1+X+X2+...+X"-1=HcI>d(X) d;Lnl
D, (X)= 1+Xx < » (L1
O, ()= 1+X+X> > (L1, 1
o, X)= 1+X2 = > (1,0, 1)
O (X)= 1-X+X2+4 > (1,-1,1)

AL=1+X+ .. +X! = D xDxD,xD, xD,
— A(X) = O, xPxP xP,= 1+ X + X4+ X+ X8+ X7
[ BX)=o,=1+X" | A*X) = P, xD;x P,

B*(X) = @ ,x®,

§=10, 2}
> R=10,1,4,5,8,9)

Cette décomposition
ne marche pas




Les conditions de Coven-Meyerowitz

e E. Coven & A. Meyerowitz : “Tiling the integers with translates of one
finite set”, J. Algebra, 212, pp.161-174, 1999

There is no loss of generality in restricting attention to translates of a finite
set A of nonnegative integers. Then A(x) = ) -, 2* is a polynomial such that
#A = A(l). Let S4 be the set of prime powers s such that the s-th eyclotomic
polynomial P, (2) divides A(z). Consider the following conditions on A(x).

(T1) A(1) = [Lacs, Pa(1)-
(T2) If 830uuus8y € S4 are powers of distinet primes, then @, ... (7)) di-
vides AI::.T)

Theorem B2. If A tiles the miegem and #A has at most two prime factors, then
A(x) satisfies (T2).

Corollary. If #A has at most two prime factors, then A tiles the integers if and
only if A(x) satisfies (T1) and (T2).




vides A(r).
Theorem A. If Alxr) satisfies (T1) and (T2). then A tiles the integers.

Les conditions de Coven-Meyerowitz
(T1) A(L) = TLes, To(L)
(T2) If $1.0uvy 8y € Sa are powers of distinet primes, then ... (r) di-
AX) = O, xPxP xD,= 1+ X + X4+ X+ X8+ X7

O, (X)= 1+X

O, ()= 1+X+X?
(THA)=6=D, (1) x P, (1)=2x3
(T2) @, | A(X) et @y | A(X) = @, 5| AX)

A¥X) = Pyx D x D ,=1 + 2X + 2X2- X3- X4+ X>+ 2X 0+ X7
A*(1) =7 = O x(1)xD4(1) =6

- Theorem Bl. If A tiles the integers, then Alx) satisfies (T1).



Canons rythmiques et conjectures mathématiques

« E. Coven & A. Meyerowitz : “Tiling the integers with translates of one
finite set”, J. Algebra, 212, pp.161-174, 1999

« We solve it [the problem of tiling the integers with translates of one
finite set] for sets of size having at most two prime factors. The conditions
[T1 and T2] are always sufficient, but is is unknown wheter they are
necessary for all finite sets »

e [zabella Laba : “Fuglede Conjecture for a union of two intervals”, Proc.
AMS, 2001

 S. Konyagin & Izabella Laba : “Spectra of certain types of polynomials
and tiling of integers with translates of finite sets”, 2002

e [zabella Laba : “The spectral set conjecture and multiplicative properties
of roots of polynomials™, J. London Math. Soc., 2002

e J. C. Lagarias, S. Szab0: “Universal spectra and Tijdeman’s conjecture
on factorization of cyclic groups”, J. Fourier Analysis Appl., 7, 2001.




Canons rythmiques et conjectures mathématiques

WOLFRAMRESEARCH
Fuglede's Conjecture

COMTRIEUTE
TO THIS EMNTRY

Portions of this entry contributed by Emmanuel Amiot

Fuglede (1974 ) conjectured that a domain {} admits an cperator spectrum iff it is possible to tile Rd
by a family of translates of {1. Fuglede proved the conjecture in the special case that the tiling set or

the spectrum are lattice subsets of R4 and Iosevich et al. (1999 ) proved that no smooth symmetric

convex body {} with at least one point of nonvanishing Gaussian curvature can admit an orthogonal
basis of exponentials.

Using complex Hadamard matrices of orders & and 12, Tao (2003 ) constructed counterexamples to
the conjecture in some small Abelian groups, and lifted these to counterexamples in B or B!,

However, the conjecture has been proved in a great number of special cases (e.qg., all convex bodies)
and remains an open problem in small dimensions. For example, it has been shown in dimension 1
that a nice algebraic characterization of finite sets tiling # indeed implies one side of Fuglede's
conjecture (Coven-Meyerowitz 1998 ). Furthermaore, it is sufficient to prove these conditions when
the tiling gives a factorization of a non-Hajos cyclic group (Amiot).




Mc¢ethodes algebriques en Musique

et Musicologie du XX¢ siecle :
aspects

theoriques, analytiques et
compositionnels

B www.ircam.fr/equipes/repmus/moreno

l www.lircam.fr/equipes/repmus/mamux



Horizons philosophique d *une démarche structurale en musique
G.-G. Granger et la dualité de I’objectal et de I’ opératoire

* « Pygmalion. Réflexions sur la pensée formelle », 1947
e Pour la connaissance philosophique, 1988
e Formes, opérations, objets, 1994

« [C’est la notion de groupe qui| donne un sens preécis a [l’idée
de structure d'un ensemble [et] permet de déterminer les
elements efficaces des transformations en réduisant en quelque
sorte a son schema opératoire le domaine envisagé. [ ...[L objet
véritable de la science est le systeme des relations et non pas
les termes supposés qu’il relie. [...] Integrer les résultats -
symbolises - d'une expérience nouvelle revient [...] a créer un
canevas nouveau, un groupe de transformations plus complexe
et plus comprehensif »

Wl BED

G.-G. Granger : « Pygmalion. Réflexions sur la pensée formelle », 1947




Horizons philosophique d *une démarche structurale en musique

J. Piaget: de la théorie des groupes a la théorie des catégories

.

o | e structuralisme, 1968

e Morphismes et Catégories. Comparer et transformer (avec G.
Henriques, E. Ascher 1990

« ...attitude relationnelle, selon laquelle ce qui compte [sont]
les relations entre les elements, autrement dit les procedés ou
processus de composition [...] La structure [de groupe] se
referme sur elle-méme, mais cette fermeture ne signifie en rien
que la structure considerée ne peut pas entrer a titre de sous-
structure dans une structure plus large »

« De meme qu’en mathematique le structuralisme des Bourbaki
est deja double par un mouvement faisant appel a des
structures plus dynamiques (les « catégories » [...]) de méme
toutes les formes actuelles du structuralisme [...] sont
certainement grosses de developpements multiples... »

Wl REe

J. Piaget: Le structuralisme




Retombées perceptives de 1’approche algébrique
De la théorie des groupes a la théorie des catégories

e E. Cassirer : « The concept of group and the theory of
perception », 1944

e G. Balzano : « The group-theoretic description of 12-fold
and microtonal pitch systems », 1980

La question de la ressemblance perceptive entre
différentes transpositions d’'un méme profil melodique est
lice « a un probleme beaucoup plus genéral, un probleme
qui concerne les mathématiques abstraites »

E. Cassirer : « The concept of group and the theory of perception », 1944

« Le caractere singulier de [’expérience musicale est dii en
partie aux structures particulieres de groupe que la
musique rend accessible a [ auditeur »

G. Balzano : « The group-theoretic description
of 12-fold and microtonal pitch systems », 1980




